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Chapitre 1

Courbes dans l’espace

Une courbe est une application d’une partie de R dans R3

t ∈ [t1; t2] ⊂ R → γ :



x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

ou aussi ~rγ = ~r(t)

γ est définie par une représentation paramétrique (resp. vectorielle). C’est une représen-
tation naturelle de γ (appelée trajectoire).

Example 1.1
Soit

γ :



x = 1− t
y = 2− t
z = 2t

[droite]

Somme des équations : x+ y+ z = 3 équation d’un plan (surface) qui contient γ.
En éliminant t (p. ex) des 2 premières équations on trouve x− y = −1, qui représente un

plan (projetant).
{

x+ y+ z = 3
x− y+1 = 0

est une représentation cartésienne de γ qui est l’intersection de deux surfaces (planes).
Mais on peut déduire depuis l’équation de départ, par exemple :

(2− y)z = 2t2 = 2(1− x)2

et

x(3− y) = (1− t)(1+ t) = 1− t2 = 1− z2

4
d’où {

2x2 + yz−4x−2z+2 = 0
z2 −4xy+12z−4 = 0

Il existe une infinité de représentations cartésiennes de la courbe γ. De façon générale le
système {

ϕ1(x,y,z) = 0
ϕ2(x,y,z) = 0

11



12 Courbes dans l’espace

peut être interprété comme intersection de 2 surfaces c-à-d comme courbe (ce qui peut se
réduire éventuellement à des points distincts).

Example 1.2
Soit {

x2 + y2 + z2 = 14 [surface centrée en O]
x2 + y2 + (z−5)2 = 9 [surface centrée en (0,0,5)]

Cherchons l’intersection des deux surfaces sphériques :
{

x2 + y2 + z2 = 14
x2 + y2 + (z−5)2 = 9

⇔
{

x2 + y2 + z2 = 14
x2 + y2 + z2 = 10z−16

⇔ 14 = 10z−16⇔ z = 3

L’intersection est une cercle γ situé dans le plan z = 3. γ est un parallèle d’équation
{

x2 + y2 +32 = 14
z = 3

⇔
{

x2 + y2 = 5
z = 3

c-à-d :

γ :



x =
√

5cos t
y =
√

5sin t
z = 3

Example 1.3
Soit {

x2 + y2+ z2 = 4 (ε′)
x2 + (y−1)2 = 1 (ε′′) [cylindre de révolution d’axe parallèle à Oz]

En posant x = sin t on obtient y = 1+ cos t et z2 = 2(1− cos t) = 4sin2 t
2 . D’où

γ :



x = sin t
y = 1+ cos t
z = ±2sin t

2

1.1 Abscisse curviligne

Pour décrire la courbe γ, on peut utiliser comme paramètre la longueur d’arc s de γ.
Soit

γ :



x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

, t ∈ [0,T ]

L’élément différentiel d’arc est

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 =
(
ẋ2(t)+ ẏ2(t)+ ż2(t)

)
(dt)2

d’où

s =
∫ t

0

√
ẋ2(t)+ ẏ2(t)+ ż2(t) dt = ψ(t)

On a donc
t = ψ−1(s)
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ce qui nous donne

γ :



x = x(t) = x
(
ψ−1(s)

)

y = y(t) = y
(
ψ−1(s)

)

z = z(t) = z
(
ψ−1(s)

)

Remarque 1.1. Si s varie entre 0 et s0, alors la longueur d’arc entre les points extrêmes vaut
s0.

Example 1.4
Exprimer

γ :



x = t cos t
y = t sin t
z = 2

3

√
2t3/2

t ≥ 0

à l’aide de son abscisse curviligne.
On a

(ẋ, ẏ, ż) =
(
cos t− t sin t, sin t+ t cos t,

√
2t1/2

)

et

s =
∫ t

0

√
1+ t2+2t dt =

∫ t

0
(1+ t)dt =

1
2

(1+ t)2
∣∣∣∣∣
t

0
=

1
2

[
(1+ t)2−1

]

donc
t =
√

2s+1−1

D’où

x(s) =
(√

2s+1−1
)
cos

(√
2s+1−1

)

y(s) =
(√

2s+1−1
)
sin

(√
2s+1−1

)

z(s) =
2
3

√
2
(√

2s+1−1
)3/2
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Chapitre 2

Dérivée des vecteurs variables

Soit ~v un vecteur dépendant de t. ~v =~v(t) = (x(t),y(t),z(t)), les extrémité de ~v(t) décrivent
une courbe Γ de l’espace.

Par définition
d~v
dt
= lim

h→0

~v (t+h)−~v(t)
h

En écrivant ~v = x~i+ y~j+ z~k, on a

d~v
dt
=

dx
dt
~i+

dy
dt
~j+

dz
dt
~k

et (
dx
dt
,

dy
dt
,

dz
dt

)

est un vecteur tangent à Γ au point P(t) (= vecteur sécant passant par un point double :
Pt→ P).

Plus généralement on a :

dn~v
dtn =

dnx
dtn

~i+
dny
dtn

~j+
dnz
dtn

~k si x(t),y(t),z(t) ∈ Cn(I), I = [t1, t2]

D’où la règle : les dérivées d’un vecteur se réduisent aux dérivées des composantes de
ce vecteur.

2.1 Propriétés

Soit f (t) une fonction de t et ~v(t) un vecteur dépendant de t. On a :

–
d
dt

[
f (t)~v(t)

]
=

d f
dt
~v+ f

d~v
dt

–
d
dt

[
~v(t) · ~w(t)

]
=

d~v
dt
· ~w+~v · d~w

dt

–
d
dt

[
~v(t)× ~w(t)

]
=

d~v
dt
× ~w+~v× d~w

dt

15



16 Dérivée des vecteurs variables

2.2 Applications

Soit ~v(t) un vecteur dépendant de t et Γ la courbe définie par

Γ :



x = v1(t)
y = v2(t)
z = v3(t)

1. Si ~v est défini par l’abscisse curviligne de Γ, alors
∥∥∥∥∥∥

d~v
ds

∥∥∥∥∥∥ = 1

puisque

∥∥∥∥∥∥
d~v
ds

∥∥∥∥∥∥ =

√(
dx
ds

)2

+

(
dy
ds

)2

+

(
dz
ds

)2

=

√
dx2 + dy2 + dz2

ds
=

ds
ds
= 1

2. Soit Γ1 la projection de la courbe Γ sur le plan π1 = xOy en P1 = projection de P.
Alors (ẋ, ẏ) sont les composantes du vecteur tangent à Γ1 en P1(x,y).

tanα =
ẏ
x

∣∣∣∣∣
P1

=
dy/dt
dx/dt

=
dy
dx
= y′

∣∣∣
P1

où y = f (x) est la représentation cartésienne de

Γ1 :

{
x = x(t)
y = y(t)

3. Si ‖~v(t)‖ = a (Γ est sur la sphère centrée en O et de rayon a), alors la tangente à la
courbe Γ en tout point est orthogonal au vecteur lieu : ~v⊥~̇v ;



Chapitre 3

Intégrales de surfaces

3.1 Représentation paramétrique d’une surface

Une courbe est l’image dans R3 d’un domaine du plan (u,v). C’est une application de
R

2 dans R3.

S :



x = x(u,v)
y = y(u,v)
z = z(u,v)

(u,v) ∈G

Dans Oxyz, un point P0(x0,y0,z0) correspond à la paire v = v0 et u = u0.
L’élimination de u et v entre ces 3 relations données (quand c’est possible) fournit

l’équation cartésienne implicite de la surface S :

F(x,y,z) = 0

De plus
−−−→
grad F

∣∣∣∣
P0
= (Fx,Fy,Fz)

∣∣∣
P0

est un vecteur normal à S en P0.

Example 3.1
Soit

π :



x = a1+b1u+ c1v
y = a2+b2u+ c2v
z = a3+b3u+ c3v

est une représentation paramétrique d’un plan π.
On peut écrire ~r = (x,y,z) = ~a+~bu+~cv.
Notons ~n = ~b×~c, alors

~n · (x,y,z) = ~n ·~a+ ~n ·~b︸︷︷︸
=0

u+ ~n ·~c︸︷︷︸
=0

v

d’où l’équation cartésienne de π :

π : n1x+n2y+n3z−d = 0

On a : −−−→
grad F = (n1,n2,n3) = ~b×~c

17



18 Intégrales de surfaces

Example 3.2
Soit y2+ z2 = 4 l’équation d’un cylindre de révolution d’axe Ox et de rayon 2.

Toute relation entre les variables x, y et z représente une surface dans R3 même si l’une
d’entre elle n’apparaît pas effectivement.

Example 3.3
Soit la surface hélicoïdale

H :



x = ucosv
y = usinv
z = cv

En maintenant u fixe (u = u0) on obtient

H :



x = u0 cosv
y = u0 sinv
z = cv

C’est une courbe Γ ⊂ H. Elle est aussi située sur la surface

x2 + y2 = u2
0

(
cos2 v+ sin2 v

)
= u2

0

qui est un cylindre de rayon u0 et Γ est une hélice.
Ainsi d’une manière générale si l’on garde u = u0 fixe (ou v = v0), on décrit une courbe

sur la surface considérée.

Example 3.4
Soit une sphère de rayon R. On a comme paramètres les angles d’euler θ et ϕ : θ = ∠(0z,OP)
et ϕ = ∠(0x,OP′).

S :



x = OP′ cosϕ = Rsinθcosϕ
y = OP′ sinϕ = Rsinθ sinϕ
z = Rcosϕ

d’où
x2 + y2 + z2 = R2 sin2 θ

(
cos2ϕ+ sin2ϕ

)
+R2 cos2 θ = R2

donc θ ∈ [0,π] et ϕ ∈ [0,2π].
En gardant θ = cte = θ0, alors z = Rcosθ0 = cte. La courbe Γ ⊂ S est dans un plan hori-

zontal et {
x = Rsinθ0 cosϕ = r0 cosϕ
y = Rsinθ0 sinϕ = r0 sinϕ

est un cercle dans le plan π. Γ est un parallèle (géographique).
En gardant ϕ = cte = ϕ0 on a


x = Rsinθcosϕ0⇒ Rsinθ =

1
cosϕ0

y = Rsinθ sinϕ0⇒ y = tanϕ0 x = mx

c’est un demi-plan vertical passant par Oz, c’est un méridien.
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3.2 Calcul de l’aire d’une surface

On peut considérer sur la surface S un élément d’aire ∆S défini par les frontières du
réseau de courbes déterminées par u = u0 et u = u0+∆u, ainsi que v = v0 et v = v0+∆v.

−−→
OP = (x(u0,v0), y(u0,v0), z(u0,v0)) = ~r(u0,v0)

d’où

= ~r(u0 +∆u,v0)−~r(u0,v0) =

= (x(u0+∆u,v0)− x(u0,v0), y(u0 +∆u,v0)− y(u0,v0), z(u0+∆u,v0)− z(u0,v0)) =

=

(
∂x
∂u

∣∣∣∣∣
u0,v0

·∆u+ ε′1(∆u),
∂y
∂u

∣∣∣∣∣
u0,v0

·∆u+ ε′2(∆u),
∂z
∂u

∣∣∣∣∣
u0,v0

·∆u+ ε′3(∆u)

)
=

=
∂~r
∂u

∣∣∣∣∣∣
(u0,v0)

·∆u+~ε′(∆u)

où ε′i (∆u)→ 0 comme (∆u)2.

De la même façon on obtient ~b :

~b = ~r(u0,v0+∆v)−~r(u0,v0) =

=
∂~r
∂v

∣∣∣∣∣∣
(u0,v0)

·∆v+~ε′(∆u)

On a alors
∆S =

∥∥∥∥~a×~b
∥∥∥∥+ ε(∆u∆v) =

∥∥∥~ru∆u×~rv∆v
∥∥∥+ ε(∆u∆v)

et à la limite
dS =

∥∥∥~ru×~rv

∥∥∥ dudv

Ainsi on obtient l’aire de S :

Formule 3.1 (Aire de S).

S =
"

(u,v)∈G

∥∥∥~ru×~rv

∥∥∥ dudv avec ~ru =
∂~r
∂u

et ~rv =
∂~r
∂v

Remarque 3.1. ~ru ×~rv est orthogonal aux vecteurs tangents aux deux courbes passant par

P. ~ru ×~rv est donc colinéaire à
−−−→
grad F (vecteur normal à S ) si F(x,y,z) = 0 est l’équation

cartésienne de S .

3.2.1 Calcul de ‖~ru×~rv‖
Voici une méthode pratique pour le calcul de ‖~ru×~rv‖ : soit α l’angle entre ~ru et ~rv. On a

alors

‖~ru×~rv‖2 = ‖~ru‖2 · ‖~rv‖2 sinα = ‖~ru‖2 · ‖~rv‖2(1− cos2α) = ~r2
u ·~r2

v −
(
~ru ·~rv

)2
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Example 3.5 Surface sphérique
Soit la surface sphérique 

x = Rsinθcosϕ
y = Rsinθ sinϕ
z = Rcosθ

On a

∂~r
∂θ
= ~rθ = (Rcosθcosϕ, Rcosθ sinϕ, −Rsinθ)

∂~r
∂ϕ

= ~rϕ = (−Rsinθ sinϕ, Rsinθcosϕ, 0)

d’où ~rθ ·~rϕ = 0.
De plus

‖~rθ×~rϕ‖2 =
[
R2 cos2 θ(cos2ϕ+ sin2ϕ)+R2 sin2 θ

]
·
[
R2 sin2 θ(sin2ϕ+ cos2ϕ)

]
=

= R2R2 sin2 θ

d’où dS = R2 sinθdθdϕ.

Remarque 3.2. En calculant ~rθ ×~rϕ on obtient

(
R2 sin2 θcosϕ, R2 sin2 θ sinϕ, R2 sinθcosθ

)
= Rsinθ(x,y,z)

On a S : x2 + y2 + z2−R2 = 0 d’où
−−−→
grad F = (2x,2y,2z), colinéaire à ~rθ×~rϕ.

Application : aire d’une zone sphérique ϕ ∈ [0,2π] et θ ∈ [θ1, θ2]. On a

S =
"

(θ,ϕ)

dS =
"

(θ,ϕ)

R2 sinθdθdϕ = R2
∫ 2π

0
dϕ

∫ θ2

θ1

sinθdθ =

= R22π(−cosθ)
∣∣∣θ2

θ1
= 2πR2(cosθ1− cosθ2) = 2πR(Rcosθ1−Rcosθ2)

Example 3.6
Soit S la surface définie par



x = 3u−4v
y = 4u+3v

z =
1
2

(
u2− v2

) (u,v) ∈G = {u2+ v2 ≤ 144}

On a

~ru = (3,4,u)

~rv = (−4,3,−v)

~r2
u~r

2
v −

(
~ru ·~rv

)2
=

(
9+16+u2

) (
16+9+ v2

)
− (−uv)2 = 625+25

(
u2+ v2

)
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d’où
dS = 5

√
25+u2+ v2 dudv

et donc

S =
"

(u,v)∈G

√
25+u2+ v2 dudv

converti en coordonnées polaires on a :

S = 5
"

(ρ,ϕ)

√
25+ρ2ρdρdϕ

Or, G est un disque et on peut déduire que 0 ≤ ϕ ≤ 2π et 0 ≤ ρ ≤ 12. On a donc

S = 5
∫ 2π

0
dϕ

∫ 12

0
ρ
(
25+ρ2

)1/2
dρ =

π

3
20′720 ≈ 21′700

Example 3.7 Cas particulier : surface explicite
Cas des surfaces z = f (x,y) données explicitement :



x = u
y = v
z = f (u,v)

On a

~ru = (1,0, fu)

~rv = (0,1, fv)

~r2
u~r

2
v −

(
~ru ·~rv

)2
=

(
1+ f 2

u

) (
1+ f 2

v

)
− ( fu fv)2 = 1+ f 2

u + f 2
v

d’où

dS =
√

1+ f 2
u + f 2

v dudv =
√

1+ f 2
x + f 2

y dxdy =
−−−→
grad 2z(x,y)

et donc
S = z(x,y)

On a aussi

Aire de S =
"

(x,y)∈S ′

√
1+
−−−→
grad 2 f (x,y)dxdy

Example 3.8
Calculer l’aire de la portion de surface z = xy située à l’intérieur du cylindre x2 + y2 = 1.

La projection de S sur Oxy est un disque de rayon 1.

−−−→
gradz =

(
fx, fy

)
= (y, x)

dS =

√
1+ y2+ x2 dxdy

S =

"

x2+y2≤1

√
1+ y2 + x2 dxdy =

∫ 2π

0
dϕ

∫ 1

0
ρ
(
1+ρ2

)1/2
dρ =

2π
3

(
2
√

2−1
)
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Remarque 3.3.

1. F(x,y,z) = z− f (x,y) = 0 est l’équation cartésienne d’une surface donnée explicite-

ment. L’élément de surface peut donc s’écrire dS = ‖−−−→grad F‖dxdy.

2. Si la surface est donnée explicitement par F(x,y,z) = 0, alors l’élément de surface vaut

dS =

√
F2

x +F2
y +F2

z

|Fz|
dxdy =

√

1+
F2

x +F2
y

F2
z

dxdy =
‖−−−→grad F‖
|Fz|

dxdy

3. Soit ~n un vecteur normal unitaire à la surface. Alors n3 dS = dxdy.

3.3 Intégrales de surface

On généralise l’intégration d’aire
!

(u,v)
dS si l’on considère une fonction ϕ(u,v) liée à

l’élément de surface dS , par exemple ϕ = densité superficielle µ(u,v). On a la masse de la
couche superficielle qui vaut :

M =
"

(u,v)∈G

densité de dS︷︸︸︷
µ(u,v) dS︸           ︷︷           ︸
masse de dS

=

"

(u,v)

µ(u,v)‖~ru ×~rv‖dudv

Si l’on exprime la masse spécifique sur la surface z = f (x,y) par µ(x,y,z), on a :

M =
"

(x,y)

µ (x,y, f (x,y))
√

1+ f 2
x + f 2

y dxdy

De façon semblable on pourra calculer le centre de gravité d’une couche superficielle
non homogène (x,y,z), de masse totale M. Par exemple :

x =
1
M

"

P∈S

xµ(P)dS

Example 3.9
Soit H l’hémisphère supérieur de rayon R centré en O (z ≥ 0). Quelle est la masse formée
par la couche superficielle de densité

µ(P) = µ(x,y,z) =
m

R4

(
x2 + y2

)
P ∈ H
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M =
m

R4

"

S=H

(
x2 + y2

)
dS =

=
m

R4

"

(θ,ϕ)

R2 sin2 θ R2 sinθdθdϕ =

= m
∫ 2π

0
dϕ

∫ π/2

0
sinθ

(
1− cos2 θ

)
dθ =

= 2πm
∫ π/2

0

(
sinθ− cos2 θ sinθ

)
dθ =

= 2πm

(
−cosθ+

1
3

cos3 θ

)∣∣∣∣∣∣
π/2

0
=

=
4
3
πm
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Deuxième partie

Champs vectoriels, travail et flux
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Chapitre 4

Champs vectoriels

On appelle champ scalaire f dans un domaine G ⊂ R3 une fonction f (x,y) avec D f =G.
Par exemple
– f = masse spécifique d’un solide ;
– f = température ;
– f = énergie potentielle.

Definition 4.1. ~q est un champ vectoriel dans G si à chaque point P(x,y,z) ∈ G on fait
correspondre un vecteur (variable) ~q(P) = (q1(x,y,z),q2(x,y,z),q3(x,y,z)).

De façon générale, les qi peuvent dépendre du temps t : qi = qi(P, t). Si ~q est indépendant
de t on dira que ~q est un champ vectoriel stationnaire. Par exemple

– ~q = champ électronique ;
– ~q = champ magnétique ;
– ~q = champ de forces ;
– . . .

Definition 4.2. On appelle trajectoire d’un champ vectoriel la courbe Γ ⊂ Dqi telle qu’en
chacun de ses points ~q est le vecteur tangent à Γ.

De cette définition on peut déduire que

~̇r = (ẋ, ẏ, ż) est colinéaire à (q1,q2,q3)

Méthode de résolution

Soit ~q = (q1,q2,q3). Cherchons les trajectoires Γ de ~q où Γ est définie par ~r = ~r(t). On a
le système

ẋ
q1
=

ẏ
q2
=

ż
q3
= k(t)

i̇= di
dt⇐⇒ dx

q1
=

dy
q2
=

dz
q3
= k(t)dt

On pose

dT = k(t)dt⇒ T = K(t) =
∫

k(t)dt

27



28 Champs vectoriels

et on obtient
dx
q1
= dT

dy
q2
= dT

dz
q3
= dT



où x,y,z sont des fonctions de T

On a donc trois équations différentielles à résoudre.

Example 4.1
Soit ~q =

(
x, xe−y, x+ z

)
. Cherchons les trajectoires Γ de ~q :

ẋ
x
=

ẏ
xe−y =

ż
x+ z

= k(t)

1.

ẋ
x
= k(t) ⇒ dx

x
= k(t)dt ⇒

∫
dx
x
= ln x =

∫
k(t)dt = K(t)+ c1

⇒ x = C1ek(t)

2.

dy
dt

C1ek(t)e−y
= k(t) ⇒ ey dy = C1ek(t) ⇒ ey = C1

∫
k′(t)ek(t) dt+C2

⇒ ey = C1ek(t) +C2

⇒ y = ln
(
C1ek(t) +C2

)

3.

dz
dt

x+ z
= k(t) ⇒ ż

C1ek(t)+ z
= k(t) ⇒ ż = C1ek(t)k(t)+ k(t)z

⇒ ż− k(t)z = C1ek(t)k(t)

On a ici une équation linéaire différentielle linéaire homogène (à coefficients non
constants).
Solution générale de l’équation homogène :

ż− k(t)z = 0 ⇒ z = C3ek(t)

Solution particulière de l’équation inhomogène

z(t) = ϕ(t)ek(t) ⇒ . . . ⇒ z = C1k(t)ek(t)

D’où la solution cherchée

z(t) = C3ek(t)+C1k(t)ek(t)

En posant ek(t) = τ on a

Γ :



x = C1τ

y = ln(C1τ+C2)
z = (C1 lnτ+C3)τ
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4.1 Champs vectoriels particuliers

4.1.1 Champ constant

~q(P) = (α,β,γ)

Les trajectoires sont des droites parallèles.

4.1.2 Champ central

Soit ~r = (x,y,z) ; on a
∥∥∥~r

∥∥∥ = r =
√

x2 + y2 + z2. Le champ vaut

~q(P) = ~q(x,y,z) = f (r)
~r
r
= f (r)~er où ~er =

(x,y,z)√
x2 + y2 + z2

Example 4.2 Champ gravitationnel
Soit

~q = − γ
r2
~er = −γ

(x,y,z)

r3

on a ∥∥∥~q
∥∥∥ = γ

r2

Les trajectoires sont des demi droites issues de O. En effet, soit ~̇r = (ẋ, ẏ, ż) le vecteur tangent
à Γ, trajectoire du champ ~q = ϕ(r)(x,y,z). Résolvons le système

~̇r = kϕ(r)~r, où ~r = ~r(t)

On a par exemple

ẋ = kϕ(r(t))x ⇒ dx
x
= kϕ(r(t))dt ⇒ ln x = Φ(t)+α ⇒ x = aeΦ(t)

et de même pour y et z. On obtient ainsi :

~r = (a,b,c)eΦ(t) = λ(a,b,c) λ > 0

C’est l’équation vectorielle d’une demi droite issue de O.

4.1.3 Champ ~r des vitesses

On veut calculer un champ ~r des vitesses d’un corps solide tournant autour d’un axe fixe
passant par l’origine. Soit

~e le vecteur directeur unitaire sur l’axe ;

ω la vitesse angulaire de rotation ;

δ la distance de P à l’axe a.

Or ~r(P)⊥ plan (OP,a), c-à-d ~v⊥~e et ~v⊥~r.On a
∥∥∥~v

∥∥∥ = |ω| · δ = |ω| ·
∥∥∥~r

∥∥∥ sinα = |ω| ·
∥∥∥~r×~e

∥∥∥
On pose ~ω = ω~e. Alors ~v est colinéaire ~ω×~r. On a donc

∥∥∥~v
∥∥∥ =

∥∥∥~ω×~r
∥∥∥ ⇒ ±~ω×~r (selon le sens de rotation)

On a un résultat immédiat : les trajectoires sont des cercles situés dans des plans perpendi-
culaires à l’axe de rayon δ.
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4.1.4 Champ de gradient

Soit f (x,y,z) de classe C1 dans G ; si ~q =
−−−→
grad f alors ~q est dit champ de gradient.

– Tout champ constant ~q= (α,β,γ) est un champ gradient de la fonction f = αx+βy+γz.
– ∀ f ∈ C1 le champ central ~q = f (r)~er est aussi un champ de gradient.
– Considérons ~v = ~ω×~r et supposons que ~ω = (0,0,ω), alors ~v = ω(−y, x,0). Est-ce-que

ce champ est un champ de gradient ? Existe-t-il une fonction ϕ tel que ~v =
−−−→
gradϕ ?

{
ϕx = −ωy
ϕy = ωx

⇒
{
ϕxy = −ω
ϕyx = ω

⇒ ϕxy , ϕyx

Ce n’est pas un champ de gradient, car la condition d’intégration n’est pas vérifiée.

– Trouver F t.q. ~q =
−−−→
grad F, avec ~q = (q1,q2,q3). On doit avoir :



Fx = q1

Fy = q2

Fz = q3

On obtient

F =
∫ α︷︸︸︷

q1 dx +θ(x,y)

avec

θ(x,y) =
∫ β︷       ︸︸       ︷

(q2−αy)dy et θ(z) =
∫

(q3 −αz−βz)dz+ c



Chapitre 5

Travail et circulation d’un champ
vectoriel

Soient ~q(P) un champ vectoriel dans G et Γ ⊂ G une courbe de représentation paramé-
trique 

x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

t ∈ [a,b]

On note
−−→
OP = ~r(t),

−−→
OA = ~r(a),

−−→
OB = ~r(b).

Décomposons Γ en une suite de point A = P0,P1, . . . ,Pn = B et considérons les segments
(cordes) Pk−1Pk (1 ≤ k ≤ n). Formons les sommes de Riemann

n∑

k=1

~q (Pk−1)
−−−−−−→
Pk−1Pk =

n∑

k=1

[
q1 (Pk−1)∆xk +q2 (Pk−1)∆yk +q3 (Pk−1)∆zk

]

Si les accroissements ∆xk, ∆yk, ∆zk→ 0 lorsque n→∞ et que la limite de la série existe et
est indépendante du choix de la suite {Pk}, alors elle vaut

∫

(Γ)

[
q1(x,y,z)dx+q2 dy+q3 dz

]
=

∫

(Γ)

~q(dx, dy, dz) =
∫ b

t=a
~q(ẋ, ẏ, ż)dt =

∫ b

a
~q(t)~r(t)dt

Formule 5.1 (Intégrale curviligne). L’intégrale curviligne de A à B le long de Γ vaut

↑
∫ B

A
~qd~r =

∫ b(t)

a(t)
~q(t)~̇r dt

Cette intégrale définit le travail fourni par le champ ~q le long d’une courbe Γ donnée.

Remarque 5.1. Le long de Γ

↑
∫ B

A
~qd~r = − ↑

∫ A

B
~qd~r

Definition 5.1. La circulation du champ ~q le long d’une courbe Γ fermée et orientée est
donnée par

�

~qd~r
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Remarque 5.2. La circulation ne dépend pas de l’origine choisi sur la courbe :
�

A→A

~qd~r =
�

A′→A′

~qd~r

Supposons que ~q soit un champ de gradient d’une fonction univoqueΦ (sans singularité)

~q =
−−−→
gradΦ ⇒ ~qd~r =

(
Φx,Φy,Φz

)
· (dx, dy, dz) = Φx dx+Φy+ dy+Φz dz = dΦ

⇒ ↑
∫ B

A
~qd~r =

∫ tB

tA
dΦ = Φ(x,y,z)|tB

tA = ΦB−ΦA

⇒
�

~qd~r = ΦB−ΦA = 0

Un champ gradient d’une fonction uni-
voque a donc une circulation nulle le
long de toute courbe fermée.

⇐⇒

Le travail fourni par une champ de
gradient d’une fonction univoque le
long d’une courbe orientée quelconque
ne dépend que des extrémités de la
courbe.

Example 5.1
Soit

~q =

(
y

x2 + y2
,
−x

x2 + y2
, 0

)

Ce champ est singulier car q1 et q2 ne sont pas définis en x = y = 0, donc Oz 1 D~q.

Si ~q =
−−−→
gradΦ alors Φz = 0. D’où

Φ = Φ(x,y) ⇒



Φx =
y

x2 + y2

Φy =
−x

x2 + y2

Φ existe si la condition d’intégrabilité1 est satisfaite :

1

x2 + y2

2y2

(
x2 + y2)2

?
=

1

x2 + y2

2x2

(
x2+ y2)2

x2− y2

x2+ y2
=

x2 − y2

x2 + y2

Vrai ∀(x,y,z) < Oz

Considérons

γ :



x = cos t
y = sin t
z = 0

Aucun point de γ est sur Oz.

1 ∂

∂y
Φx =

∂

∂x
Φy
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On a :

~̇r(t)dt = (−sin t, cos t, 0) dt

~qd~r =

(
sin t

1
, −cos t

1
, 0

)
· (−sin t, cos t, 0) dt =

(
−sin2 t− cos2 t

)
dt

D’où
�

~qd~r =
∫ 2π

t=0
(−1)dt = −2π , 0, même si ~q =

−−−→
gradΦ

Mais attention : Φ n’est pas régulière partout !

Théorème 5.1. Seuls les champs de gradient d’une fonction univoque (régulière) ont une
circulation nulle le long de toute courbe fermée.

Formule 5.2.

~q =
−−−→
grad F ⇔

�

~qd~r = 0

Example 5.2
Soit le champ constant ~q = (α,β,γ). On a

↑
∫ B

A
~qd~r =

∫ t2

t1
(αdx, βdy, γdz) = αx(t)+βy(t)+γz(t)|t2t1

= (αx2 +βy2+γz2)− (αx1 +βy1+γz1)

= α(x2 − x1)+β(y2− y1)+γ(z2 − z1) = (α,β,γ) · −−→AB

Example 5.3
Soit ~q =

(
y+ yz2, ax+ xz2, 2xyzk

)
, avec k > 0. Calculer le travail de ~q le long de Γ1 et de Γ2 :

Γ1 :



x = t
y = t2

z = 0
Γ2 :



x = t
y = t3

z = 0
t ∈ [0,1]

On a :

W1 =↑
∫ B

A
~qd~r =

∫ 1

0

(
t2+0, at+0, 0

)
· (1, 2t, 0)dt =

∫ 1

0
(1+2a)t2 dt =

1
3

(1+2a)

et

W2 =↑
∫ B

A
~qd~r =

∫ 1

0

(
t3+0, at+0, 0

)
·
(
1, 3t2, 0

)
dt =

∫ 1

0
(1+3a)t3 dt =

1
4

(1+3a)

Pour que ~q soit éventuellement un champ gradient on doit avoir W1 = W2, donc a = 1.
Cette condition n’est pas suffisante : il faut aussi que k = 1.

Remarque 5.3 (Additivité des circulations). Les circulations sont additives :
�

Γ

~qd~r =
�

Γ1

~qd~r+
�

Γ2

~qd~r+
�

Γ3

~qd~r
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Chapitre 6

Flux d’un champ vectoriel à travers une
surface

On a vu que les points P d’une surface S peuvent être définis à l’aide d’une repré-
sentation paramétrique ~r(P) = ~r(u,v), (u,v) ∈ D. On a que les vecteurs normaux à S sont
colinéaires à ~ru×~rv. L’élément différentiel de surface est

dS =
∥∥∥~ru×~rv

∥∥∥ dudv

Si S est fermée on appelle normale extérieure ~n la normale unitaire qui sort de la surface,
c-à-d :

~n = ± ~ru×~rv∥∥∥~ru×~rv

∥∥∥
et on a donc (

~ru×~rv
)

dudv = ~n ·
(∥∥∥~ru×~rv

∥∥∥
)

dudv = ~ndS

Lorsque S est donné en représentation cartésienne F(x,y,z) on a :

~n = ±
(Fx,Fy,Fz)√
F2

x +F2
y +F2

z

Example 6.1
Soit la surface sphérique x2 + y2 + z2−R2 = 0. On a

~n =
(x,y,z)√

x2 + y2 + z2
=

(x,y,z)
R
=

1
R
~r

Soient S ⊂ D ⊂ R3 et ~q un champ vectoriel défini dans D. On partage D(u,v) décrivant S
en m sous-domaines disjoints Dk, avec

D =
m⋃

k=1

Dk et Aire(Di∩D j) = 0, i , j

Soit Pi ∈ S .
−−→
OPi = ~r(ui,vi) avec (ui,vi) ∈ Di, ∆S i =

∥∥∥~ru×~rv

∥∥∥
i. On forme une «somme de

Riemann» :
m∑

i=1

q(Pi) ·~n
∣∣∣
Pi
∆S i
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Si

lim
m→∞

m∑

i=1

existe pour toute aire Di→ 0, on peut calculer cette somme, et on l’appelle le flux.

Formule 6.1 (flux). Le flux du champ ~q à travers la surface S vaut

Φ =

"

S

~q ·~ndS =
"

D

~q(u,v) · (~ru×~rv)dudv

Formes particulières de Φ

1. Si S est donnée par z = z(x,y), alors dS =

√
1+
−−−→
grad 2z(x,y)dxdy et

Φ =

"

S ′(x,y)

(~q ·~n)
∣∣∣
x,y,z(x,y)

√
1+ z2

x+ z2
y dxdy

2. Si on pose ~q ·~n = q1n1+q2n2+q3n3 on a

Φ =

"

S

~q ·~ndS = ρ1

"

(y,z)

q1 dydz+ρ2

"

(x,z)

q2 dxdz+ρ3

"

(x,y)

q3 dxdy

Example 6.2
Soient S : x2 + y2 + z2 = 1 (x ≥ 0, y ≥ 0 et z ≤ 0), ~q = (1,−1,z) et ~n = (x,y,z).

Méthode 1. On pose

S =



x = x
y = y
z = −

√
1− (x2 + y2)

et S ′ le quart de cercle centrée en O et de rayon 1. On a

~q ·~n = x− y+ z2 = x− y+1− (x2 + y2)

1+ z2
x+ z2

y = 1+


x√

1− (x2 + y2)


2

+


y√

1− (x2 + y2)


2

=
1

1− (x2 + y2)

Alors

Φ =

"

S ′

[
x− y+1− (x2 + y2)

] 1√
1− (x2 + y2)

dxdy

=

∫ 1

ρ=0

∫ π/2

ϕ=0

(
ρcosϕ−ρsinϕ+1−ρ2

) 1√
1−ρ2

ρdρdϕ

=

∫ π/2

0
(cosϕ− sinϕ) dϕ

∫ 1

0

ρ2

√
1−ρ2

dρ+
∫ π/2

0
dϕ

∫ 1

0
ρ
(
1−ρ2

)1/2
dρ

= sinϕ+ cosϕ|π/20

∫ 1

0

ρ2

√
1−ρ2

dρ+
π

2
1
2

(
−2

3

) (
1−ρ2

)3/2
∣∣∣∣∣∣
1

0

=
π

6
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Méthode 2. Les 3 projections de S sont des quarts de cercles, avec l’orientation de ~n qui
vaut resp. ρ1 = +1, ρ2 = +1, ρ3 = −1. On a :

Φ = ρ1

"

(y,z)

q1 dydz+ρ2

"

(x,z)

q2 dxdz+ρ3

"

(x,y)

q3 dxdy =

=

"

aire cercle

1dydz+
"

quart cercle

(−1)dxdz−
"

quart cercle

zdxdy =

=
1
4
π12− 1

4
π12−

"

−
√

1− (x2+ y2)dxdy =

=
π

6
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Chapitre 7

Surfaces planes : formule de Riemann

Soit ∂D donné par {
x = x(t)
y = y(t)

t ∈
[
t′, t′′

]

avec le point le plus bas B = (x(t′), y(t′)) et le point le plus haut H = (x(T ),y(T )), avec
t′ < T < t′′. Après un tour on revient à B = (x(t′′), y(t′′)).

Soient f (x,y) ∈ C1 et g(x,y) ∈ C1 dans D. Alors
"

D

∂g
∂x

dxdy =
∫ yH

yB

dy

(∫ x2(y)

x1(y)

∂g
∂x

dx

)
=

∫ yH

yB

[
g(x2(y),y)−g(x1(y),y)

]
dy =

=

∫ yH

yB

g(x2,y)dy+
∫ yH

yB

g(x1,y)dy =
∫ T

t′
g(x,y)ẏdt+

∫ t′′

T
g(x,y)dy =

=

∫ t′′

t′
g(x,y)ẏdt =

�

∂D

g(x,y)dy

Considérons d’autre part

∂D :

{
x = x(u)
y = y(u)

u ∈ [
u′,u′′

]

R = R(x(u′),y(u′))

L = R(x(U),y(U)) u′ < U < u′′

R = R(x(u′′),y(u′′))

On a :
"

D

∂ f
∂y

dxdy =
∫ xR

xL

dy

(∫ y2(x)

y1(x)

∂ f
∂y

dy

)
=

∫ xR

xL

[
f (x,y2(x))− f (x,y1(x))

]
dx =

= −
∫ xR

xL

f (x,y2)dx−
∫ xR

xL

f (x,y1)dx = −
∫ U

u′
f (x,y)ẋdt−

∫ u′′

U
f (x,y)dx =

= −
∫ u′′

u′
f (x,y)ẋdt = −

�

∂D

f (x,y)dx

39
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En combinant les deux résultats précédents on obtient la formule de Riemann.

Formule 7.1 (Formule de Riemann).
�

∂D

( f dx+gdy) =
"

D

(
∂g
∂x
− ∂ f
∂y

)
dxdy

Si f dx+gdy = dF (différentielle totale) alors
�

∂D

dF = 0 ∀ chemin fermé ∂D ⇔ ∂g
∂x
=
∂ f
∂y

C’est la condition d’intégrabilité des formes différentielles f dx+gdy. Autrement dit si cette
condition est satisfaite la circulation du champ ~q = ( f ,g) est toujours nulle.

Example 7.1
Soit Γ une courbe fermée entourant l’origine d’équation polaire ρ = ρ(ϕ). Calculer

C =
�

Γ=∂D

~q · d~r

si ~q =
(
4x2y3 −3x4y, 3xy4 +6x3y2

)
. On a

C =
"

D

(
∂q2

∂x
− ∂q1

∂y

)
dxdy =

=

"

D

(3y4+18x2y2 −12x2y2+3x4)dxdy =

=

"

D

3(x4 + y4+2x2y2)dxdy =

=

∫ 2π

ϕ=0
dϕ

∫ ρ(ϕ)

ρ=0
3ρ4ρdρ =

1
2

∫ 2π

0
ρ6(ϕ)dϕ

Conséquences

1. Admettons que ∂D soit paramétré par sa coordonnée curviligne. En choisissant f = g
on obtient

"

D

−−−→
grad f dxdy =

�

∂D

f (x,y)~ndS

2. Soient f = −q2 et g = q1. La circulation de ~q sur le bord de D s’écrit
�

∂D

~q ·~ndS =
"

D

(
∂q1

∂x
+
∂q2

∂y

)
dxdy

3. Si f = −y et g = x, on a

aire de D =
1
2

�

∂D

(xdy− ydx)

La circulation du champ ~q = (−y, x) le long de la frontière d’un domaine fermé est
égale à 2 fois l’aire du domaine.



Chapitre 8

Surfaces dans l’espace : formule de
Stokes et rotationnel

Soient ~q = (qy(x,y,z, ),q2(x,y,z),q3(x,y,z)) un champ vectoriel dans R3 et G un domaine
fermé dans un plan π quelconque. On cherche à transformer

�

∂D

~qd~r

On a dans un système Oxyz (pour ~v quelconque) ~v = (v1,v2,v3) = v1~i+ v2~j+ v3~k et, dans
le système orthonormé OXYZ, ~v = (v1,v2,v3) = v1~I + v2 ~J + v3 ~K, donc v1 = ~v ·~I.

Dans ce même système, la circulation de ~q = (Q1,Q2,Q3) est

�

∂G

(QdX+Q2 dY +Q3 dZ) =
�

∂G

(QdX +Q2 dY) =
"

G

(
∂Q2

∂X
− ∂Q1

∂Y

)
dX dY

Soit Φ(x,y,z) ∈ C1 ; Φ(x,y,z) = Φ̃(X,Y,Z). On a

∂Φ̃

∂X
=
∂Φ

∂y
xX +

∂Φ

∂y
yX +

∂Φ

∂z
zX

et de même pour
∂Φ̃

∂Y
et
∂Φ̃

∂Z
.

Or ∀P ∈ R3,
−−→
OP = x~i+ y~j+ z~k = X~I +Y ~J +Z ~K. On a donc

x =
(
X~I +Y ~J +Z ~K

)
·~i = XI1 +Y J1 +ZK1

y =
(
X~I +Y ~J +Z ~K

)
·~j = XI2 +Y J2 +ZK2

z =
(
X~I +Y ~J +Z ~K

)
·~k = XI3 +Y J3 +ZK3

41



42 Surfaces dans l’espace : formule de Stokes et rotationnel

d’où

∂x
∂X
= I1,

∂x
∂Y
= J1,

∂x
∂Z
= K1

∂y
∂X
= I2,

∂y
∂Y
= J2,

∂y
∂Z
= K2

∂z
∂X
= I3,

∂z
∂Y
= J3,

∂z
∂Z
= K3

et encore

∂

∂X
=

∂

∂x
I1 +

∂

∂y
I2 +

∂

∂z
I3

∂

∂Y
=

∂

∂x
J1 +

∂

∂y
J2 +

∂

∂z
J3

∂

∂Z
=

∂

∂x
K1 +

∂

∂y
K2 +

∂

∂z
K3

Il s’ensuit

∂Q2

∂X
− ∂Q1

∂Y
=
∂

∂x

(
~q · ~J

)
− ∂

∂y

(
~q ·~I

)
=

=

(
∂

∂x
I1 +

∂

∂y
I2 +

∂

∂z
I3

)
(q1J1+q2J2+q3J3)

−
(
∂

∂x
J1+

∂

∂y
J2+

∂

∂z
J3

)
(q1I1 +q2I2 +q3I3) =

= (I1 J2− I2 J1)

(
∂q2

∂x
− ∂q1

∂y

)

+ (I1 J3− I3J1)

(
∂q3

∂x
− ∂q1

∂z

)

+ (I2 J3− I3J2)

(
∂q3

∂y
− ∂q2

∂z

)

Comme le vecteur normal unitaire à G est égale au vecteur normal à π : ~n = ~I × ~K = ~K. On
obtient ainsi

∂Q2

∂X
− ∂Q1

∂Y
= n1

(
∂q3

∂x
− ∂q2

∂z

)
+n2

(
∂q1

∂z
− ∂q3

∂x

)
+n3

(
∂q2

∂x
− ∂q1

∂y

)

Definition 8.1 (Rotationnel). On appelle
−→
rotq le rotationnel du champ ~q

−→
rotq =

(
∂q3

∂y
− ∂q2

∂z
,
∂q1

∂z
− ∂q3

∂x
,
∂q2

∂x
− ∂q1

∂y

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
q1 q2 q3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Definition 8.2. Soit ~∇ l’opérateur différentiel définit par

~∇ =
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

En combinant ces deux définitions on obtient

Formule 8.1. −→
rotq = ~∇×~q

8.1 Généralisation à une surface S ⊂ R3 quelconque

Les circulations étant additives, on peut écrire, en approximant une très petite portion de
surface à une surface plane

Formule 8.2 (Stokes).
�

∂S

~q · d~r =
"

S

−→
rotq ·~ndS

La circulation de ~q est égale au flux du rotationnel à travers S .

Definition 8.3.
−→
rotq est appelé «vecteur tourbillon».

Supposons que S soit un petit domaine entourant le point P ∈ S . Par le théorème de la
moyenne on a

�

∂S

~q · d~r =
"

S

−→
rotq ·~ndS =

(−→
rotq ·~n

)∣∣∣∣
Q∈S

"

S

dS

et à la limite

Formule 8.3. (−→
rotq ·~n

)∣∣∣∣
P︸       ︷︷       ︸

proj de
−→
rotq sur ~n

= lim
S→0

1
S

�

∂S

~q · d~r

︸            ︷︷            ︸
tourbillon spécifique

8.1.1 Conséquences

1. Si ~q =
−−−→
gradΦ, la circulation est nulle ∀∂S :

−→
rot
−−−→
gradΦ = ~0

On peut écrire
−−−→
gradΦ =

(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y
,
∂Φ

∂z

)
= ~∇Φ

donc
~∇× ~∇Φ = ~0 ∀Φ(x,y,z)

Pour déterminer si ~q est un champ de gradient, on calcule
−→
rotq.
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2. Considérons les spirales

Γ :

{
ρ = ke−mϕ

z = 0
, m > 0

On peut écrire Γ et sa dérivée sous la forme

Γ :



x = ke−mϕ cosϕ
y = ke−mϕ sinϕ
z = 0

,



ẋ = ke−mϕ(−mcosϕ− sinϕ)
ẏ = ke−mϕ(−msinϕ+ cosϕ)
ż = 0

Champ de vitesses ~q = (−mx− y, −my+ x, 0). On a

−→
rotq =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
−mx− y −my+ x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0,0,1+1) = (0,0,2) ∼ (0,0,1)⊥ plan z = 0

3. Soit ~q = ~ω×~r, où ω est un vecteur constant. On a

−→
rotq =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
ω2z−ω3y ω2x−ω1z ω1y−ω2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2ω1,2ω2,2ω3) = 2~ω

Ainsi de ~q = ~ω×~r on «extrait» le vecteur axe de rotation en calculant 1
2
−→
rotq, et on

obtient :
�

∂S

~r× d~r = 2
"

S

~ndS

4. Si S est une surface fermée, alors ∂S = ∅. La formule précédente implique

∃
	

S

~ndS = ~0 ∀ surface fermée

Interprétation physique : un corps solide G subit sur toute sa surface une pression
uniforme d’intensité p0. Quelle est la résultante des forces ~F ?

~F =
	

S=∂G

(−p0~n)dS = −p0

	

S=∂G

~ndS = ~0

La résultante est donc nulle.
Revenons à la formule générale de Stokes (Formule 8.2)

(a) Le flux de
−→
rotq à travers S ne dépend que du contour ∂S . Il s’ensuit que si

∂S 1 = ∂S 2 (de même orientation), on a :
	

S=S 1∪S 2

−→
rotq ·~ndS = 0

Donc le flux de
−→
rotq à travers une surface fermée S = ∂G est nul.

⇒ la quantité de fluide entrant est égale à la quantité de fluide sortant.
On dit qu’il n’y a pas de sources dans G pour un champ de rotationnel.
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(b) i. Si ~q · d~r est une différentielle totale on a ~q =
−−−→
gradΦ. Alors

−→
rotq = ~0.

ii. Réciproquement, si
−→
rotq = ~0 dans G ⊂ R3 et Γ = dS est la frontière (fermée)

d’une surface S ⊂G alors
�

∂S

~q · d~r = 0

Ceci est vrai pour tout domaine G simplement connexe.

Example 8.1

Soit G = R3 − {(0,0,z)} et ~q =

(
− y

x2 + y2
ϕ(x,y),

x

x2 + y2
ϕ(x,y),z

)
où ϕ est l’angle polaire ∈

[0,2π[ entre Ox et P′(x,y,0). ~q est défini partout dans G. Soit

S :

{
x2 + y2 ≤ 4
z = 1

On ne peut pas déformer Γ pour le réduire au point P sans sortir de G.

Γ = ∂S



x = 2cosϕ
y = 2sinϕ
z = 1

; ∀P < Oz;
−→
rotq =

(
0,0,

∂q2

∂x
− ∂q1

∂y

)

∂q2

∂x
=
∂

∂x

(
x

x2 + y2
arctan

(
x
y

))
=

y2− x2

x2+ y2
arctan

(
x
y

)
− xy

(x2 + y2)2

−∂q1

∂y
=
∂

∂y

(
y

x2 + y2
arctan

(y
x

))
=

x2 − y2

x2 + y2
arctan

(y
x

)
− xy

(x2 + y2)2



−→
rotq = ~0

Cependant

�

∂S

~q · d~r =
∫ 2π

0

(
−2sinϕ

4
ϕ,

2cosϕ
4

ϕ,1

)
· (−2sinϕ,2cosϕ,0) dϕ =

=

∫ 2π

0
ϕdϕ =

1
2
ϕ2

∣∣∣∣∣
2π

0
= 2π2
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Chapitre 9

Domaines dans l’espace : formules de
Gauss et divergence

9.1 Première formule de Gauss

Soit f (x,y,z) ∈ C1 dans G =G∪∂G (G fermé).
Considérons l’intégrale

$

G

∂ f
∂z

dV =
"

G′

dxdy
∫

z2(x,y)

∂ f
∂z

dz =

=

"

G′

[
f (x, y, z2(x,y))− f (x, y, z1(x,y))

]
dxdy =

=

"

G′

f (x, y, z2(x,y))dxdy+
"

G′

f (x, y, z1(x,y))(−dxdy)

d’où
$

G

∂ f
∂z

dV =
	

∂G

f (x,y,z)n3 dS

Ainsi
$

G

∂ f
∂z

dV =
$

G

~k · −−−→grad f dV =
	

∂G

f n3 dS =
	

∂G

f~k ·~ndS

d’où

~k
$

G

−−−→
grad f dV = ~k

	

∂G

f~ndS

⇔ ~k



$

G

−−−→
grad f dV −

	

∂G

f~ndS

 = 0

⇔ ~k~ω = 0 = ω3

Avec les directions Ox et Oy, on obtient ~ω = (ω1,ω2,ω3) = ~0.

47



48 Domaines dans l’espace : formules de Gauss et divergence

Formule 9.1 (Gauss (I)).
$

G

−−−→
grad f dV =

	

∂G

f~ndS

En utilisant le théorème de la moyenne on obtient la caractérisation :

Formule 9.2 (Gauss (I), caractérisation).

−−−→
grad f

∣∣∣∣
P∈G
= lim

VG→0

1
VG

	

∂G

f~ndS

Application

En utilisant la formule 9.1 et les relations analogues pour les directions ~i et ~j, on peut
écrire :

$

G

(
∂q3

∂y
− ∂q2

∂z

)
=

	

∂G

(q3n2−q2n3)dS

$

G

(
∂q1

∂z
− ∂q3

∂x

)
=

	

∂G

(q1n3−q3n1)dS

$

G

(
∂q2

∂x
− ∂q1

∂y

)
=

	

∂G

(q2n1−q1n2)dS

Formule 9.3.
$

G

−→
rotq · dV =

	

∂G

(
~n×~q) dS

D’où, comme pour la formule 9.2

Formule 9.4.
−−−→
grad f

∣∣∣∣
P∈G
= lim

VG→0

1
VG

	

∂G

(
~n×~q) dS

9.2 Seconde formule de Gauss (divergence)

On a
	

∂G

~q ·~ndS =
	

∂

(q1n1+q2n2+q3n3)dS =
$

G

(
∂q1

∂x
,
∂q2

∂y
,
∂q3

∂z

)
dV

Definition 9.1. On appelle le scalaire div~q la divergence du champ ~q = (q1,q2,q3)

div~q =
∂q1

∂x
+
∂q2

∂y
+
∂q3

∂z

ou
div~q = ~∇ ·~q
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D’où

Formule 9.5 (Gauss (II)).
$

G

div~qdV =
	

~q ·~ndS

et la caractérisation

Formule 9.6 (Gauss (II), caractérisation).

div~q
∣∣∣
P∈G = lim

VG→0

1
VG

	

∂G

~q ·~ndS

C’est la source spécifique. Si div~q
∣∣∣
P < 0, on parle parfois de puits.

Ainsi s’il n’y a pas de sources dans G (c-à-d div~q = 0), le flux à travers ∂G est nul. De
manière générale les champs de divergence nulle sont ceux dont le flux à travers une surface
fermée est nul. On a

si div~q = 0, alors
"

~q ·~ndS ne dépend que de ∂S

En effet
$

G

div~gdV = 0 =
	

∂G

~q ·~ndS =
"

S 1

~q ·~ndS +
"

S 2

~q ·~ndS −
"

S 2

~q
(−~n)

~n′
dS

d’où
"

S 2

~q ·~n′ dS =
"

S 1

~q ·~ndS

où S 1 et S 2 ont le même bord.

Definition 9.2. ~q est un champ vectoriel solénoïdal si div~q = 0.

9.2.1 Conséquences

1. Soit ~q =
−→
rotω, alors

$

G

div
(−→
rotω

)
dV =

	

∂G=Σ

−→
rotω ·~ndS =

�

∂Σ,0

~ω · d~r = 0

Comme G est arbitraire, on a div
(−→
rotω

)
= 0.

2. Tout champ vectoriel (de classe C1) dont la divergence est nul (champ solénoïdal) est
localement un champ de rotationnel.

div~q = 0 ⇔ ~q =
−→
rotω
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Montrons qu’on peut trouver ~ω de la forme (particulière) (ω1,ω2,0). En effet

−→
rotω =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
ω1 ω2 ω3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
−∂ω2

∂z
,
∂ω1

∂z
,
∂ω2

∂x
− ∂ω1

∂y

)

On doit avoir :

(a)

−∂ω2

∂z
= q1 ⇒ ω2 = −

∫ z

z0

q1(x,y,z)dz+ θ(x,y)

(b)
∂ω1

∂z
= q2 ⇒ ω1 = −

∫ z

z0

q2(x,y,z)dz

(c)

q3(x,y,z) =

(
∂ω2

∂x
− ∂ω1

∂y

)
=

∫ z

z0

[
−∂q1

∂x
− ∂q2

∂x

]
dz+ θx(x,y)

=

∫ z

z0

∂q3

∂z
dz+ θx(x,y) = q3(x,y,z)−q3(x,y,z0)+ θx(x,y)

⇒ 0 = −q3(x,y,z0)+ θx

⇒ ∂θ

∂x
= q3(x,y,z0)

⇒
p. ex.

θ =

∫ x

x0

q3(x,y,z0)dx

D’où la solution possible :

~ω =

(∫ z

z0

q2(x,y,z)dz,
∫ x

x0

q3(x,y,z0)dx−
∫ z

z0

q1(x,y,z)dz, 0

)

Comment trouver la solution générale ? Supposons que ω soit tel que

−→
rotω = ~q =

−→
rotw

⇒ −→
rot

(
~ω∗− ~ω)

= ~0

⇒ ~ω∗− ~ω = −−−→gradΦ où Φ est arbitraire

⇒ ~ω∗ = ω+
−−−→
gradΦ

Example 9.1
Soit ~q = (2x,−3y,2x+ z). Trouver un champ ω tel que

−→
rotω = ~q.

(a) div~q = 2−3+1 = 0 ;

(b) Par la formule (x0 = 0 et z0 = 0)

~ω0 =

(∫ z

0
(−3y)dz,

∫ x

0
2x+ z|z=0 dx−

∫ z

0
2xdz, 0

)
=

=
(
−3yz, x2 −2xz, 0

)
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Mais on a aussi (x0 = 0 et z0 = 1)

~ω1 =

(∫ z

1
(−3y)dz,

∫ x

0
2x+ z|z=1 dx−

∫ z

1
2xdz,0

)
=

=
(
−3yz+3y, x2 −2xz+3x, 0

)

Et on a

~ω1 − ~ω0 = (3y,3x,0) =
−−−→
grad(3xy)

Applications du théorème de Gauss

Formule 9.7. Soit ~q =
−−→
OP = (x,y,z) = ~r alors

	

∂G

~r ·~ndS =
$

G

dv~r dV = 3VG

Example 9.2
Soit G un cône de somment O et de base D dans le plan z = h. Alors

3VG =

	

∂G

~r ·~ndS =
"

surf. latérale

~r ·~ndS +
"

base z=h

~r ·~ndS

=

"

surf. latérale

−−→
OP ·~ndS +

"

base

dS

Or
−−→
OP ·~n= 0 car le vecteur~n est perpendiculaire au plan tangent et

−−→
OP est une génératrice

contenue dans le plan tangent (donc ~n⊥−−→OP). D’où

VG =
h− (Aire de base)

3

Example 9.3
Calculer le flux du champ ~q =

(
x3, y3, z3+1

)
à travers la surface

S : x2 + y2+ z2 = R2, z ≥ 0.
Directement

F =
"

S

~q ·~ndS

=
1
R

"

S

(
x3,y3,z3+1

)
· (x,y,z)dS

=
1
R

"

S

(
x4,y4,z4+ z

)
dS

= R
∫ 2π

ϕ=0

∫ π/2

θ=0

(
R4 sin5 θcos4ϕ+R4 sin5 θ sin4ϕ+R4 cos4 θ sinθ+Rcosθ sinθ

)
dθdϕ =

= . . .
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Avec la méthode directe on a des calculs trop complexes ! ! !
En utilisant le théorème de Gauss

	

∑
=∂G=S∪E

~q ·~ndS =
$

G

div~qdV =
$

G

(
3x2,3y2,3z2

)
dV

=

∫ R

r=0

∫ 2π

ϕ=0

∫ π/2

θ=0
3r2r2 sinθdr dθdϕ

= 3 ·2π
∫ R

0
r4 dr

∫ π/2

0
sinθdθ =

6πR5

5

⇒ 6πR5

5
= F +

" (
x3,y3,1

)
· (0,0,−1)dxdy

⇒ F =
6π
5

R5+πR2



Chapitre 10

Combinaison entre les opérateurs grad,
div et rot

10.1 Petit rappel

~∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

~∇ f =
−−−→
grad f

~∇ ·~q = div~q
~∇×~q =

−→
rotq

10.2 Sommes

On obtient sans peine :

~∇( f +g) =
−−−→
grad( f +g) =

−−−→
grad f +

−−−→
gradg = ~∇ f + ~∇g

~∇ ·
(
~v+ ~ω

)
= div

(
~v+ ~ω

)
= div

(
~v
)
+ div

(
~ω
)
= ~∇ ·~v+ ~∇ · ~ω

~∇× (
~v+ ~ω

)
=
−→
rot

(
~v+ ~ω

)
=
−→
rot

(
~v
)
+
−→
rot

(
~ω
)
= ~∇×~v+ ~∇× ~ω

10.3 Produits

−−−→
grad( f g) = g

−−−→
grad f + f

−−−→
gradg

~∇( f g) = g~∇ f + f ~∇g

div
(
f~v

)
= ~v

−−−→
grad f + f div~v

−→
rot

(
f~v

)
=
−−−→
grad f ×~v+ f

−→
rot~v
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Application

Soit ~q pas égale à un champ de gradient. Si ∃ f (, 0) ( f composé par des facteurs in-
tégrables) tel que f~q soit égale à un champ de gradient, alors ~q doit satisfaire la relation
(condition nécessaire) ~q · −→rotq = 0.

Example 10.1
Soit ~q =

(
y2z, z+ xyz, y

)
. On a

−→
rotq =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z
y2z z+ xyz y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
−xy, y2, −yz

)
, ~0

mais ici on a ~q · −→rotq = 0.

Pour cet exemple ∃ f = exy ⇒ exy~q =
−−−→
grad (yzexy)

10.4 Produits vectoriels

div
(
~v× ~ω)

= −~v−→rotω+ ~ω
−→
rotv

−→
rot

(
~v× ~ω)

=
(
~ω · ~∇

)
~v−

(
~v · ~∇

)
~ω+~vdiv~ω− ~ωdiv~v

10.5 Composition d’opérateurs

div
(−→
rotv

)
= 0

div
(−−−→
grad f

)
=

∂

∂x
fx+

∂

∂y
fy+

∂

∂z
fz =

∂ f

∂x2
+
∂ f

∂y2
+
∂ f

∂z2
= ~∇ · ~∇ f = ∆ f

−→
rot

(−−−→
grad f

)
= 0

−→
rot

(−→
rotv

)
=
−−−→
grad

(
div~v

)
−∆~v

Example 10.2

Calculer C = div
(

f
−−−→
gradg−g

−−−→
grad f

)
.

C =
−−−→
grad f · −−−→gradg+ f div

(−−−→
gradg

)
− −−−→gradg · −−−→grad f −gdiv

(−−−→
grad f

)

= f∆g−g∆ f

Definition 10.1. u(x,y,z) est une fonction harmonique si ∆u = 0.

Ainsi si u est harmonique, le champ ~q =
−−−→
gradu n’a ni tourbillon, ni sources, puisque

−→
rotq =

−→
rot
−−−→
gradu = ~0 et divq = div

(−−−→
gradu

)
= ∆u = 0.



Chapitre 11

Formules de Green et intégrale de
Dirichlet

Definition 11.1. On appelle dérivée normale l’expression

∂ f
∂n
=
−−−→
grad f ·~n

C’est la dérivée directionnelle le long de la normale.

Soit f (x,y,z) donnée, introduisons les coordonnées sphériques



x = r sinθcosϕ
y = r sinθ sinϕ
z = r cosθ

et notons f̃ (r, θ,ϕ) = f (x(r, θ,ϕ), y(r, θ,ϕ), z(r, θ,ϕ)). On a

∂ f̃
∂r
=
∂ f
∂x

∂x
∂r
+
∂ f
∂y

∂y
∂r
+
∂ f
∂z
∂z
∂r
=
−−−→
grad f

( x
r
,

y
r
,

z
r

)

En particulier, sur une surface sphérique S : x2 + y2 + z2 = C, ~nS =

( x
R
,

y
R
,

z
R

)
d’où

∂ f̃
∂r

∣∣∣∣∣∣
r=R

=
−−−→
grad f ·~nS =

∂ f
∂n

∣∣∣∣∣
S

c-à-d que sur la sphère on a
∂

∂n
=
∂

∂r

On a aussi

div
(

f
−−−→
gradg

)
=
−−−→
gradg

−−−→
grad f + f div

(−−−→
gradg

)

︸        ︷︷        ︸
∆g
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Alors, pour un domaine fermé G ⊂ R3 on a

$

G

(−−−→
grad f · −−−→gradg+ f∆g

)
dV =

$

G

div
(

f
−−−→
gradg

)
dV

=

	

∂G

f
−−−→
gradg ·~ndS

=

	

∂G

f
∂g
∂n

dS

d’où

Formule 11.1 (1ère formule de Green).
	

f
∂g
∂n

dS =
$

G

−−−→
grad f · −−−→gradgdV +

$

G

f∆gdV

En permutant f et g et par soustraction on obtient :

Formule 11.2 (2ème formule de Green).

	 (
f
∂g
∂n
−g

∂ f
∂n

)
dS =

$

G

( f∆g−g∆ f ) dV

11.1 Conséquences

1. Posons, dans la formule de Green (11.1), f = 1 et soit g une fonction harmonique,
g = u (∆u = 0) ; on obtient

"

∂G

(
∂u
∂n
−u

)
dS =

$

G

(0−u0)dV

d’où
"

∂G

∂u
∂n

dS = 0 ∀ fonction harmonique dans G

le champ
−−−→
gradu n’a pas de source dans G.

2. Posons dans la formule de Green, f = g = u harmonique (∆u = 0) ; on obtient l’inté-
grale de Dirichlet de la fonction u :

Formule 11.3 (Intégrale de Dirichlet).
"

∂G

u
∂u
∂n

dS =
$

G

−−−→
grad 2udV =D(u)
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3. Unicité du problème de Dirichlet
Soit G ⊂ R3 ; on cherche u(x,y,z) telle que

{
∆u = 0 dansG
u = f (P) donné sur ∂G (P(x,y,z) ∈ ∂G)

Ce problème admet une solution unique. De plus si ∆u = 0 on a u = 0.

Example 11.1
Soit {

∆u = 0 dans la boucle B de rayon R
u(P) = somme des coordonnées de P ∈ ∂B

∀P ∈ ∂B on a u(x,y,z) = x+ y+ z.
On remarque (∀(x,y,z) ∈ R3) ∆(x+ y+ z) = 0, et on peut en déduire que u = x+ y+ z
d’où u(x,y,z) = x+ y+ z est la solution.

4. Théorème de la moyenne des fonctions harmoniques
Soient u une fonction harmonique que l’on exprime en coordonnées sphériques u(r, θ,ϕ)
et B une boule de rayon R centré en O. Notons ∂B = S (dS = R2 sinθdθdϕ = R2 dΣ)
et considérons la fonction de R définie par

I(R) =
1

R2

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0
u(R, θ,ϕ)dS =

"

(θ,ϕ)

u(R, θ,ϕ)dΣ

Alors

I(R+h)− I(R) =
"

(θ,ϕ)

[
u(R+h, θ,ϕ)−u(R, θ,ϕ)

]
dΣ =

"

(θ,ϕ)

∂u
∂r

∣∣∣∣∣
h

R′
dΣ

avec R < R′ < R+h.

Donc
I(R+h)− I(R)

h
=

"

(θ,ϕ)

∂u
∂r

∣∣∣∣∣
R′

dΣ

d’où

I′(R) =
"

(θ,ϕ)

∂u
∂r

∣∣∣∣∣
R

dΣ =
1

R2

"

(θ,ϕ)

∂u
∂n

∣∣∣∣∣
R

dS =
1

R2

	

S=∂B

−−−→
gradu ·~ndS

=

$

B

div
(−−−→
gradu

)
dV

︸             ︷︷             ︸
∆u=0

Ainsi I′(R)= 0, donc I(R) = cte ; il s’ensuit que I ne dépend pas de R et par conséquent

1
4π

I(R) =
1

4π
I(R̃)
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d’où
1

4πR2

	

S

u(R, θ,ϕ)dS =
1

4πR̃2

	

S̃

u(R̃, θ,ϕ)dS̃

c-à-d la valeur moyenne d’une fonction harmonique u est la même sur chaque sphère
concentrique.
En particulier si R̃→ 0, cette valeur moyenne est la valeur au centre. D’où

u(O) =
1

4πR2

	

S

udS si ∆u = 0

Si le centre est le point C alors

u(C) =
1

4πR2
CP

	

S

u(x,y,z)dS

Remarque 11.1. Une fonction harmonique u (pas constante) dans G atteint son maxi-
mum et son minimum seulement sur ∂G.

Example 11.2
Soit f (x,y,z) = 3x2 − y2 + z2+ xz+1 et S : x2+ y2 + z2 = 1 (R = 1). Calculer

I =
	

S

f (x,y,z)dS

On a

f =

u(x,y,z)︷                     ︸︸                     ︷
3x2 − y2−2z2+ xz+1+3z2

∆u = 3 ·2−2 ·1−2 ·2 = 0

d’où

I =
	

S

f dS = 4πu(0,0,0)+3
	

S

z2 dS

= 4π ·1+
∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0
3cos2 θ sinθdθdϕ

= 4π+2π
(
−cos3 θ

)∣∣∣∣
π

0
= 8π



Chapitre 12

Coordonnées curvilignes orthogonales

12.1 Éléments différentiels de longueur, d’aire et de vo-
lume

Considérons la transformation de R3 dans R3 définie par


x = x(u,v,w)
y = y(u,v,w)
z = z(u,v,w)

supposé régulière. Le jacobien correspondant vaut

∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

d’où 

u = u(x,y,z)
v = v(x,y,z)
w = w(x,y,z)

Fixons dans le premier système l’une des grandeurs, p. ex. u = u0 ; alors ce système
représente une surface de l’espace paramétrée par v, w.

Si l’on pose u = u0 et v = v0 ce système représente une courbe.
Considérons P0(u0,v0,w0) et soient Γ(u), Γ(v) et Γ(w) resp. les courbes paramétriques par

u, v et w resp. Ces courbes se coupent en P0 et en ce point le vecteurs tangents aux Γ(i) sont
données resp. par

∂~r
∂u
= ~ru = (xu,yu,zu)|P0

∂~r
∂v
= ~rv = (xv,yv,zv)|P0

∂~r
∂w

= ~rw = (xw,yw,zw)|P0

Supposons alors que ces vecteurs soient orthogonaux (c-à-d les arêtes Γ(i) sont orthogo-
nales). On a

~ru ·~rv = ~ru ·~rw = ~rv ·~rw = 0
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Calculons dS 2 :

dS 2 = dx2+ dy2+ dz2 = H2
u du2+H2

v dv2 +H2
w dw2

où par convention H2
u = ~r

2
u, H2

v = ~r
2
v et H2

w = ~r
2
w.

L’élément différentiel de la surface S (u,v) est donné par

dS (u,v) = HuHv dudv

Enfin l’élément différentiel de volume (∼ cube) est le produit des longueurs dS sur
chaque arête :

dS Γ(u) = Hu du

dS Γ(v) = Hv dv

dS Γ(w) = Hw dw

d’où

dV = HuHvHw dudvdw

Example 12.1 Coordonnées sphériques
Soit 

x = r sinθcosϕ
y = r sinθ sinϕ
z = r cosθ

On a 

~rr = (sinθcosϕ, sinθ sinϕ, cosθ)
~rθ = (r cosθcosϕ, r cosθ sinϕ,− r sinθ)
~rϕ = (−r sinθ sinϕ, r sinθcosϕ, 0)

On a ici, ~rr ·~rθ = 0, ~rr ·~rϕ = 0 et ~rθ ·~rϕ = 0.
De plus

H2
r = ‖∂~r

∂r
‖2 = 1

H2
θ = ‖

∂~r
∂θ
‖2 = r2

H2
ϕ = ‖

∂~r
∂ϕ
‖2 = r2 sin2 θ

d’où
dS 2 = dr2+ r2 dθ2+ r2 sin2 θdϕ2

et

dV = r2 sinθdr dθdϕ
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12.2 Expressions du gradient, div et ∆ en coordonnées cur-
vilignes

12.2.1 Gradient

Soit ~q =
−−−→
gradΦ(x,y,z). Dans le système (u,v,w) les composantes de ~q sont

q(u) = ~q ·~eu

q(v) = ~q ·~ev

q(w) = ~q ·~ew

où ~eu (p. ex.) est la normale unitaire à la surface paramétrée par v et w, c-à-d :

~eu =
~rv×~rw

‖~rv×~rw‖
=

~ru

‖~ru‖

⇒ q(u) =
(
Φx,Φy,Φz

)
· (xu,yu,zu)√

x2
u + y2

u+ z2
u

=
1

Hu

(
Φxxu +Φyyu +Φzzu

)

D’autre part : Φ(x,y,z) = Φ̃(x,y,z), d’où

∂Φ̃

∂u
= Φx

∂x
∂u
+Φy

∂y
∂u
+Φz

∂z
∂u

et

q(u) =
(−−−→
grad Φ̃

)

(u)
=

1
Hu

∂Φ̃

∂u
On peut calculer de la même façon q(v) et q(w). Ainsi

Formule 12.1 (Gradient).

−−−→
grad =

(
1

Hu

∂

∂u
,

1
Hv

∂

∂v
,

1
Hw

∂

∂w

)

Example 12.2 Coordonnées cylindriques
Soit (u,v,w) = (δ,ϕ,z) et 

x = δcosϕ
y = δsinϕ
z = z

Alors

H2
δ =

(
∂x
∂δ

)2

+

(
∂y
∂δ

)2

+

(
∂z
∂δ

)2

= cos2ϕ+ sin2ϕ+0 = 1

H2
ϕ = δ2(−sinϕ)2+ δ2(cosϕ)2+0 = δ2

H2
z = 0+0+12 = 1

d’où
−−−→
grad (δ,ϕ,z) =

(
∂

∂δ
,
1
δ

∂

∂ϕ
,
∂

∂z

)
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12.2.2 Divergence

On a vu dans la section 9.2 (page 48) que

Formule 12.2.

div~q
∣∣∣
P0
= lim

V→0

1
VG

	

∂G

~q ·~ndS P0 ∈G

Sur S

~q ·~n = ~q · ~ru ×~rv

‖~ru×~rv‖
= ~q · ~rw

‖~rw‖
= ~q ·~ew = q(w)

et
dS = HuHv dudv

Considérons alors le flux traversant S et S +

F =
"

S +

q(w) dS −
"

S

q(w) dS

=

∫ u0+∆u

u0

∫ v0+∆v

v0

[
q(w)HuHv

∣∣∣
(u,v,w0+∆w)− q(w)HuHv

∣∣∣
(u,v,w0)

]
dudv

=

∫ u0+∆u

u0

∫ v0+∆v

v0

∂

∂w

(
HuHvq(w)

)∣∣∣∣∣
(u,v,w′0)

∆u∆v∆w

Et il en est de même pour les autre faces.
Par ailleurs

VG ∼ HuHvHw∆u∆v∆w

Alors quand ∆u∆v∆w→ 0, P′0→ P0 et la formule 12.2 devient

Formule 12.3 (Divergence).

div~q =
1

HuHvHw

[
∂

∂u

(
HvHwq(u)

)
+
∂

∂v

(
HvHwq(v)

)
+
∂

∂w

(
HvHwq(w)

)]

12.2.3 Opérateur ∆ (de Laplace)

Formule 12.4 (Laplacien).

∆Φ = div
(−−−→
gradΦ

)

=
1

HuHvHw

[
∂

∂u

(
HvHw

Hu

∂Φ

∂u

)
+
∂

∂v

(
HuHw

Hv

∂Φ

∂v

)
+
∂

∂w

(
HuHv

Hw

∂Φ

∂w

)]

12.2.4 Rotationnel

Un raisonnement analogue à celui fait pour la divergence (section 12.2.2) appliqué à la
relation

−→
rotq ·~n = lim

S→0

1
ρ

�

∂S

~q · d~r

conduit au résultat
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Formule 12.5 (Rotationnel).

(−→
rotq

)
(u)
=

1
HvHw

[
∂

∂v
(Hwqw)− ∂

∂w
(Hvqv)

]

(−→
rotq

)
(v)
=

1
HuHw

[
∂

∂w
(Huqu)− ∂

∂u
(Hwqw)

]

(−→
rotq

)
(w)
=

1
HuHv

[
∂

∂u
(Hvqv)− ∂

∂v
(Huqu)

]
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Chapitre 13

Potentiels newtoniens

Notre problème c’est trouver quelles sont les fonctions harmoniques u(x,y,z) = u(P) ne

dépendent pas de la distance OP. On cherche ∆u = 0 où u = u
(
‖−−→OP‖

)
= u(r). D’où

∆r,θ,ϕu(r) = 0 =
1

r2

d
dr

(
r2 du

dr

)
+ 0+0︸︷︷︸

car u ne dépend pas de θ et ϕ

On résout l’équation différentielle radiale et on obtient

d
dr

(
r2 du

dr

)
= 0 ⇒ r2 du

dr
= k ⇒ du

dr
=

k

r2
⇒ u = −k

r
+L

On peut donc conclure que les seules fonctions sont


u =
1
r

harmonique partout sauf à l’origine

u = 1 harmonique partout

ainsi que toute leurs combinaison linéaire.
Physiquement, on a affaire à 2 situations analogues :
– charges électriques, champ électrique, potentiel électrostatique ;
– masses, champ gravitationnel, potentiel newtonien.

1. Potentiel newtonien d’une masse m = 1 située à l’origine pour un point P(x,y,z) :

U(P) = γ
m ·1

r

où γ est la constante de gravitation universelle.
On a ∆U = 0,∀P , 0.
Posons

1
γ

U = u ⇒ u(P) =
m
r

On veut maintenant savoir quel est le flux de
−−−→
gradu sortant d’une sphère S centrée en

O de rayon R.

∆u = div
(−−−→
gradu

)
= 0 ∀P , 0

mais ici O ∈ Boule de rayon R ; il y a une source qui apparaît. On ne peut pas utiliser
le théorème de Gauss. Ainsi
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Formule 13.1.
	

S=∂S

−−−→
gradu ·~ndS =

	

S

∂u
∂n

dS =

=

	

S

∂u
∂n

∣∣∣∣∣
r=R

dS =

=

	

S

(
− m

R2

)
R2 sinθdθdϕ

= −m
∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sinθdθ

= −4πm

Conséquence. Soit G un domaine quelconque :

(a) Si O <G, le flux de
−−−→
gradu est nul ;

(b) Si O ∈G, le flux de
−−−→
gradu = −4πm.

2. Potentiel newtonien en P d’un ensemble de n masses mk en Qk (xk,yk,zk) :

Formule 13.2.

U(P) =
m1

‖−−−→PQ1‖
+

m2

‖−−−→PQ2‖
+ . . .+

mn

‖−−−→PQn‖
=

n∑

k=1

mk

‖−−−→PQk‖

Cette fonction est harmonique partout sauf en Qk, en effet ∀P , Qk

∆


1

‖−−−→PQk‖

 = ∆x,y,z


1√

(x− xk)2+ (y− yk)2+ (z− zk)2



= ∆x′,y′,z′


1√

x′2 + y′2 + z′2

 = 0

Par ailleurs, si tous les Qk ∈G ⊂ R3, alors, en utilisant la formule 1, on obtient

Formule 13.3.
	

∂G

∂u
∂n

dS = −4π
n∑

k=1

mk

3. Potentiel newtonien en P engendré par un corps de masse spécifique µ(Q) ∈ C1

Considérons µ(Q)dVQ comme la masse de l’élément différentiel
dV
Q
,Q ∈ D, par ana-

logie à la formule 13.2 on obtiendra

Formule 13.4.

U(P) =
$

Q∈D

µ(Q)

‖−−→PQ‖
dVQ

et pour D ⊂G on a, par la formule 13.3 :
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Formule 13.5.
	

∂G

∂u
∂n

dS = −4π
$

Q∈D

µ(Q)dVQ

(a) Si P < D, ‖−−→PQ‖ , 0, l’intégrale de la formule 13.4 est régulière et U(P) est har-
monique à l’extérieur de D.

(b) Si P ∈ D, ‖−−→PQ‖ = 0 lorsque Q = P l’intégrale de la formule 13.4 est impropre et
∆u(x,y,z) = −4πµ(x,y,z) ; c’est l’équation de Poisson lorsque P(x,y,z) est inté-
rieur à D.
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Chapitre 14

Applications à des modèles physiques

14.1 Loi d’Archimède

Soient g l’accélération de la pesanteur et ρ la masse spécifique du fluide. La pression
dans le fluide en z = p(z) s’exprime par p(z) = c−ρgz, d’où

−−−→
grad p = (0, 0, −gρ) = −ρg~k

On veut évaluer la résultante générale des pressions exercées sur le corps G. La force
appliquée sur l’élément de surface dS vaut −p(z)~ndS , et la force résultante

Formule 14.1 (Loi d’Archimède).

~F =
	

∂G

(−p(z)~ndS
)
= −

$

G

−−−→
grad pdV = +

$

ρg~kdV = ρgV~k

La poussée hydrostatique est dirigée vers le haut et est égale au poids du fluide déplacé.

14.2 Équation de Poisson de l’électrostatique

Considérons un milieu inhomogène, de charge électrique spécifique ρ. Par les lois de la
physique le flux total du champ électrique ~E sortant d’une surface fermée ∂G vaut 4πQ, où
Q est la charge totale dans G. Donc

4π
$

G

ρ(x,y,z)dV =
	

G

~E ·~ndS =
$

G

div ~E dV

d’où
div ~E = 4πρ

Dans le cas électrostatique (c-à-d que le champ magnétique ~H est indépendant du temps

t) ~E satisfait
−→
rot E = ~0 (équation de Maxwell) et donc ~E =

−−−→
gradu, d’où

Formule 14.2 (Équation de Poisson).

∆u = −4πρ
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14.3 Équation de la continuité en hydrodynamique

On considère un mouvement non stationnaire d’un fluide ou d’un gaz. Soient~v=~v(x,y,z, t)=
~(P, t) le champ de vitesses et ρ = ρ(x,y,z, t) = ρ(P, t) la masse spécifique. Soit G un domaine
de R3 fixe dans le fluide. La masse totale du fluide occupant G à l’instant t est

M(t) =
$

P∈G

ρ(P, t)dV

La variation de masse entrant dans G par seconde est

dM
dt
=

$

P∈G

∂ρ(P, t)
∂t

dV

Or à travers l’élément de surface S il entre, par unité de temps, la quantité −ρ~V ·~ndS , au
total

−
	

S=∂G

ρ~V ·~ndS

Il s’ensuit (par la loi de la conservation de la masse) que
$

G

∂ρ

∂t
dV = −

	

S=∂G

ρ~V ·~ndS = −
$

ϕ

div(ρ~V)dV

d’où

Formule 14.3 (Équation de la continuité).

∂ρ(P, t)
∂t

+ div
(
ρ~V(P, t)

)
= 0

14.4 Équation de conduction ou de diffusion thermique

Soit un milieu inhomogène M. On connaît les grandeurs


m(x,y,z) masse spécifique
C(x,y,z) chaleur spécifique
k(x,y,z) coefficient de conductibilité thermique

On cherche la température au point P(x,y,z) à l’instant t. Considérons un domaine fixe
G ⊂ M ; on peut calculer la quantité totale de chaleur dans G à l’instant t :

Q(t) =
$

P∈G

C(P)m(P)u(P, t)dV ⇒ dG
dt
=

$

G

C(P)m(P)
∂u(P, t)
∂t

dV

Si l’on suppose qu’il n’y a pas de source de chaleur dans G, alors, par la loi de la conser-
vation de la chaleur, la même quantité de chaleur par unité de temps doit entrer dans G par
la surface ∂G ; elle vaut

	

S=∂G

k(P)
∂u
∂n

dS
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d’où
dQ
dt
=

$

G

Cm
∂u
∂t

dV =
	

∂G

k
−−−→
gradu~ndS =

$

G

div
(
k
−−−→
gradu

)
dV

Donc ∀G
$

G

[
Cm

∂u
∂t
− div

(
k
−−−→
gradu

)]
dV = 0

c-à-d

Formule 14.4 (Équation de la chaleur).

C(P)m(P)
∂u(P, t)
∂t

= div
[
k(P)
−−−→
gradu(P, t)

]

En particulier, si la surface est homogène, C, m et k sont des constantes

Cm
∂u
∂t
= k div

−−−→
gradu ⇒ ∂u

∂t
= a2∆U

14.5 Loi de Helmholtz sur le tourbillons

Soit ~v un champ de vitesses et posons ~q =
−→
rotv.

Definition 14.1. On appelle tube de tourbillon le volume engendré par toutes le trajectoires
de ~q traversant une surface S 1 de frontière Γ1 fermée.

Le flux des vecteurs tourbillons à travers S 1 est
"

S 1

~q ·~n1 dS =
"

S 1

−→
rotv ·~n1 dS =

�

Γ1=∂S 1

~v · d~r

Soit G la partie du tube de tourbillon situé entre S 1 donnée et S 2 de contour Γ2

	

∂G

~q ·~ndS =
"

S 1

~q ·~ndS +
∫ ∫

Surface latérale L
~q ·~ndS +

"

S 2

~q ·~ndS =

= −
"

S 1

~q ·~n1 dS +0+
∫ ∫

S 2

~q ·~n2 dS =

=

�

Γ1

~v · d~r+
�

Γ2

~v · d~r =
$

G

div~qdV =

=

$

G

div
(−→
rotv

)
dV = 0

d’où
�

Γ1

~v · d~r =
�

Γ2

~v · d~r
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et donc
"

S 1

−→
rotv ·~n1 dS =

"

S 2

−→
rotv ·~n2 dS

Ainsi dans un tube de tourbillons le flux est indépendant de la section choisie. Un tube
de tourbillon soit se referme sur lui même soit aboutit à la frontière du domaine du fluide.



Troisième partie

Équations aux valeurs propres
(introduction)
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Chapitre 15

Le problème du flambage

Par les lois de la statique (déformation des corps solides et la théorie des moments)
l’équation différentielle de la ligne élastique est

y′′ = −M(x)
EJ

où M est le moment de flexion d’une section Py, E est le module d’élasticité et J est le
moment d’inertie de la section considérée.

On a

y′′ = − P
EJ

y = −α2y

où α est un paramètre variable.
C’est une équation différentielle de second ordre linéaire y′′ +α2y = 0, dont la solution

est y = C1 cos(αx)+C2 sin(αx), sous les conditions initiales
{

y(0) = 0 ⇒ C1 = 0
y(l) = 0 ⇒ C2 sin(αl) = 0

Si sin(αl) , 0, C2 = 0 et y = 0.

Si sin(αl) = 0, αl = nπ, n = 1,2, . . ., alors yn(x) = Cn sin
(nπ

l
x
)
. La valeur critique est

donnée par le plus petit n (c-à-d n = 1).

αcritique =
π

l
⇒ Pcritique =

π2EJ

l2

En analyse on écrit

y′′(x)+λy(x) = 0 dans ]a,b[ + conditions aux extrémités

Si ∃y(x) , 0 satisfaisant l’équation , la valeur λ correspondante est appelée valeur propre λn

de la fonction propre yn(x).
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Chapitre 16

Problème de Sturm-Liouville - Corde
vibrante

On veut déterminer la position U(x, t) = u(x) à un instant t donné d’une corde élastique
inhomogène vibrant sur l’intervalle [a,b].

Soient σ = σ(x) > 0 le coefficient d’élasticité et ρ = ρ(x) > 0 la masse spécifique. Si la
corde est fixée (mais pas forcement) aux extrémités u(a) = u(b) = 0 l’équation qui détermine
u(x) est alors

Formule 16.1 (Équation de Sturm-Liouville).

[
σ(x)u′(x)

]′
+λρ(x)u(x) = 0

C’est une équation de Sturm-Liouville dont les conditions générales sont
{

u(a)− pu′(a) = 0
u(b)−qu′(b) = 0

p,q > 0

16.1 Cas particuliers

1. (a) Si σ et ρ sont des constantes, on obtient u′′+ λ̂u = 0. C’est l’équation de la corde
vibrante homogène.

(b) Si σ = 1 on a u′′+λρ(x)u = 0. C’est l’équation de la corde vibrante inhomogène.

2. (a) p = 0 (ou q = 0) la corde est fixée en x = a (ou x = b) et u(a) = 0.

(b) p→∞ la condition en x = a devient u′(a) = 0. On dit que la corde est libre en
x = a.

Si l’équation de la formule 16.1 possède une solution u(x) alors Cu(x) est aussi solution.
Si la solution est . 0 pour un certain λk, c’est une valeur propre d’ordre k correspondant

à la fonction propre uk(x).

Example 16.1
Soit la corde homogène, fixe en x = 0 et libre en x = L ; u′′+λu = 0, u(0) = 0 et u′(L) = 0.

1. Si λ = 0 on a u′′ = 0 et donc u = αx+β et u(0) = 0 = β, u′(L) = 0 = α.
On a U ≡ 0 ; la solution est donc à rejeter.
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2. Si λ = υ < 0 on a u′′−υu = 0, d’où l’équation caractéristique r2−υ2 = 0, donc r = ±υ.
On a u = αeυx +βe−υx = acosh(υx)+bsinh(υx) et

{
u(0) = 0 = a
u′(L) = 0 = bυcosh(υL) ⇒ b = 0

On a U ≡ 0 ; la solution est donc à rejeter.

3. Si λ= µ2 > 0 on a u′′−µu= 0, d’où l’équation caractéristique r2+µ2 = 0, donc r = ±iµ.
On a u = cos(µx)+β(µx) et

{
u(0) = 0 = α
u′(L) = 0 = βµcos(µL) ⇒ β = 0 ou cosµL = 0

d’où λk = (2k−1)2π

4
et uk(x) = βk sin

[
(2k−1)

π

2
x
]

avec k = 1,2, . . .

Example 16.2
On considère l’équation de Sturm-Liouville

[
e2pxu′

]′
λ2e2pxu = 0

avec p > 0 et u(0) = u(1) = 0. Déterminer p pour que λ2 = 2π2 soit une valeur propre.
On a l’équation caractéristique

(2pu′+u′′)e2px +λ2e2pxu = 0

d’où
u′′+2pu′+λ2u = 0 (équation linéaire à coefficients constants)

On a le polynôme caractéristique

r2+2pr+λ2 = 0

et les solutions

r1,2 = −p±
√

p2 −λ2 = −p±
√

p2−2π2

Pour obtenir une solution oscillante, il faut avoir p2 −2π2 < 0, c-à-d p <
√

2π et

r1,2 = −p±
√

2π2− p2i

d’où

u(x) = e−px
(
C2 sin

(√
2π2 − p2x

)
+C1 cos

(√
2π2− p2x

))

Conditions : u(0) = 0 = C1 et u(1) = 0 = e−pC2 sin
( √

2π2− p2x
)
. D’où

⇒
√

2π2 − p2 = kπ k ∈ N∗

⇒ 2π2− p2 = k2π2

⇒ p2 =
(
2− k2

)
π2 possible seulement si k = 1

⇒ p = π qui satisfait p <
√

2π
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16.2 Quelques propriétés des valeurs propres et des fonc-
tions propres

– L’ensemble des λk forme le spectre discret de l’opérateur différentiel et {λk} est une
suite croissante (k ∈ N∗). Le système de la formule 16.1 ne possède que des valeurs
propres positives ou nulles.

– Soit ρ > 0 dans J = [a,b], u′′+λρu = 0 dans J, u(a) = u(b) = 0, alors
– u1 ne change pas de signe ;
– un change (n−1) fois de signe et les zéros de un+1 sont séparés par ceux de un.

– Orthogonalité des fonctions propres
Considérons l’équation suivante

u′′+λρu = 0 et

{
u(0) = 0
u(L)+qu′(L) = 0

Soient um et un deux fonctions propres correspondant à λm , λn. On a
Formule 16.2 (Orthogonalité).

∫ L

0
ρ(x)um(x)un(x) = 0

La propriété d’orthogonalité reste vraie pour le système général de la formule 16.1.
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Quatrième partie

Séries de Fourier
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Chapitre 17

Préliminaires

17.1 Position du problème

Considérons la fonction répartition de la chaleur u(x, t) sur l’intervalle 0 ≤ x ≤ 1, t > 0.
Elle doit satisfaire une équation aux dérivées partielles du type

∂u
∂t
=
∂2u

∂x2

et {
u(0, t) = u(1, t) = 0 conditions aux limites
u(x,0) = h(x) conditions initiales

L’idée est de chercher une solution particulière exprimée par séparation des variables

u(x, t) = f (x)g(t)

alors

∂u
∂t
=
∂2u

∂x2
⇒ f (x)ġ(t) = f ′′(x)g(t)

⇒ f ′′(x)
f (x)

=
ġ(t)
g(t)
= cte = −λ2

⇒ f ′′(x)+λ2 f (x) = 0 et ġ(t)+λ2g(t) = 0

De plus les conditions aux limites impliquent

f (0)g(t) = f (1)g(t) = 0 ⇒ f (0) = f (1) = 0 (équation de la corde vibrante)

On a comme solution
fn(x) = βn sin(nπx) n ∈ N∗

d’où
ġn(t)
gn(t)

= −n2π2 ⇒ gn(t) = γne−n2π2t

et ainsi
un(x, t) = fn(x)gn(t) = bn sin(nπx)e−n2π2t
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Chacun des un vérifie l’équation donnée et les conditions homogènes aux extrémités ; il
reste encore à satisfaire les conditions initiales

un(x, t) = h(x)
?
= bn sin(nπx)1

Fourier a eu l’idée, compte tenu de la linéarité, de superposer toutes les solutions un,
c-à-d poser

u(x, t) =
∞∑

n=1

fn(x)gn(t) =
∞∑

n=1

bn sin(nπ)e−n2π2t

d’où

u(x,0) = h(x) =
∞∑

n=1

bn sin(nπx)

C’est une série de fonctions trigonométriques ou série de Fourier.
Est-ce possible ? Si oui, que valent les bn ? S’il existent, de quel type est la convergence

de la solution ?

17.2 Rappel concernant les séries

17.2.1 Séries numériques à termes positifs

S =
∞∑

k=1

ak ak > 0

Si la suite S n =

∞∑

k=1

ak

 −→n→∞
S

cette limite est la somme de la série.
Condition nécessaire (mais pas suffisante) de convergence :

ak −→
n→∞

0

Example 17.1
La série

S =
∞∑

k=1

1
k(k+1)

converge, et S = 1.

Example 17.2 Série géométrique
La série

S =
∞∑

k=1

αk−1 |α| < 1

converge, et S =
1

1−α .
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Critères de convergence

– Comparaison

mink ≤ ak ≤ maxk

{
minorant mink diverge
majorant maxk converge

On peut p. ex. comparer la série donnée a

∞∑

k=1

1

kβ

{
converge si β > 1
diverge si 0 < β ≤ 1

– Quotient, racine

lim
k→∞

ak+1

ak
= q

lim
k→∞

k
√

ak = q


si



q < 1 la série converge
q > 1 la série diverge
q = 1 cas douteux

– Intégral
Soit ak = f (k), avec f (x) décroissante.

∞∑

k=1

ak et
∫ ∞

1
f (x)dx convergent ou divergent simultanément

Séries alternées

S =
∞∑

k=1

(−1)k+1ak ak > 0

Si ak > ak+1 et ak→ 0 la série converge.

Série quelconque

S =
∞∑

k=1

uk

– Si

S =
∞∑

k=1

|uk| converge ⇒ S =
∞∑

k=1

uk converge

la série est absolument convergente et sa somme ne dépend pas de l’ordre de ses
termes.

– Si

S =
∞∑

k=1

|uk| diverge ⇒ S =
∞∑

k=1

uk converge

la série est dite semi-convergente.
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17.2.2 Séries entières

S (x) =
∞∑

k=1

akxk

Cette série converge sur ]−R,R[ où R est la rayon de convergence,

R = lim
k→∞

∣∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣∣ = lim
k→∞

1
n√|ak |

Les séries
∞∑

k=1

kak xk−1 et
∞∑

k=1

ak

k+1
xk+1

ont même rayon de convergence et la leur somme vaut respectivement

S ′(x) et
∫ x

0
S (t)dt

17.2.3 Séries de fonctions

S (x) =
∞∑

k=1

uk(x)

La série converge uniformément dans J = [a,b] si le reste de la série S (x) vérifie |S (x)| < ε
(kn > Nε) indépendamment de x ∈ I.

Critère de Weierstrass

Si |uk(x)| ≤ Mk dans I et
∞∑

k=1

Mk

est une série convergente, alors
∞∑

k=1

uk(x)

converge uniformément dans I.

Propriétés

1. Si uk(x) ∈ C◦(I) et que S (x) converge uniformément dans I, alors S (x) ∈ C◦(I)

2. Si uk(x) ∈ C◦(I) et que S (x) converge uniformément dans I, alors ∀[α, x] ⊂ [a,b],

∫ x

α
s(t)dt =

∞∑

k=1

∫ x

α
uk(t)dt

est une série uniformément convergente (on peut permuter les signes
∫

et
∑

).
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3. Si uk(x) ∈ C◦(I) et que S (x) converge uniformément n’implique pas que

∞∑

k=1

u′k(x)

converge uniformément.

Example 17.3
Soit

S (x) =
∞∑

k=1

sin
(
k2x

)

k3

Par le critère

|uk(x)| ≤ 1

k3
et

∞∑

k=1

1

k3

converge, donc S (x) est uniformément convergente ∀x.
Mais

σ(x) =
∞∑

k=1


sin

(
k2x

)

k3



′

=

∞∑

k=1

cos
(
k2x

)

k3

ne converge pas ∀x puisque p. ex. pour x = 0

σ(0) =
∞∑

k=1

1
k
→∞

On peut affirmer cependant que si uk(x) ∈ C′(x) et

∞∑

k=1

uk(x) = S (x)

converge et
∞∑

k=1

u′k(x)

converge uniformément alors
∞∑

k=1

uk(x)

converge uniformément et

∞∑

k=1

u′k(x) =
d

dx
S (x)

c-à-d
∞∑

k=1

d
dx
=

d
dx

∞∑

k=1


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17.3 Les séries trigonométriques

Choisissons
uk(x) = ck sin(kx+ϕk) k ∈ N

es donnons-nous une fonction f (x) continue dans I = [−π,π]. Admettons que l’on puisse
représenter cette fonction à l’aide de la série des uk. On a

f (x) =
∞∑

k=0

ck sin(kx+ϕk) x ∈ I

Alors

f (x±2π) =
∞∑

k=0

ck sin(kx+ϕk ±2kπ) =
∞∑

k=0

ck sin(kx+ϕk) = f (x)

c-à-d que f (x) devient une fonction de période 2π.
Ainsi si la série représente f (x) sur I = [−π,π] elle représente f (x) prolongée par période

2π.
Inversement, on ne peut pas représenter une fonction non périodique par une telle série.
On écrit par convention

Formule 17.1 (Développement de Fourier).

f (x) =
∞∑

k=0

(ck cosϕk sin(kx)+ ck sinϕk cos(kx)) =
a0

2
+

∞∑

k=1

ak cos(kx)+bk sin(kx)

C’est le développement de Fourier de f (x).



Chapitre 18

Coefficients de Fourier et validité des
résultats

18.1 Deux propriétés des fonctions périodiques

1. Si f est une fonction périodique de période T

∫ α+T

α
f (x)dx

est une valeur indépendante de α. En effet

∫ α+T

α
f (x)dx =

∫ T

α
f (x)dx+

∫ α+T

T
f (x)dx =

=

∫ T

α

f (x)dx+
∫ α

ρ=0
f (ρ+T )dρ =

=

∫ T

α
f (x)dx+

∫ α

0
f (ρ)dρ =

=

∫ T

0
f (x)dx

Pour ce qui suit, on choisira α = −π et T = 2π.

2. Les fonctions {1,cos(kx),sin(kx)}, (k ∈ N∗) forment un ensemble de fonctions ortho-
gonales sur [−π,π]. En effet

∫ π

−π
1 · cos(kx)dx =

∫ π

−π
1 · sin(kx)dx = 0

De même ∀k , l

∫ π

−π
cos(kx)cos(lx)dx =

∫ π

−π
cos(kx) sin(lx)dx =

∫ π

−π
sin(kx)cos(lx)dx = 0

89
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18.2 Coefficients de Fourier

Admettons que la fonction f (x) définie dans [−π,π] (et prolongée par périodicité) soit
représentable par une série de Fourier

f (x) =
a0

2
+

∞∑

k=1

ak cos(kx)+bk sin(kx)

où les coefficients, appelés les coefficients de Fourier, valent

a0 =
1
π

∫ π

−π
f (x)dx

ak =
1
π

∫ π

−π
f (x)cos(kx)dx k = 1,2, . . .

bk =
1
π

∫ π

−π
f (x) sin(kx)dx k = 1,2, . . .

18.3 Conditions et théorème de Dirichlet

Definition 18.1 (Conditions de Dirichlet). Une fonction f (x) satisfait aux conditions de
Dirichlet sur l’intervalle [−π,π] si

– elle est continue sur cet intervalle ou possède un nombre fini de discontinuités de
première espèce (c-à-d que la limite à gauche et à droite existent et sont différentes) ;

– l’intervalle I peut être décomposé en un nombre fini de sous-intervalles, tels que sur
chacun d’eux la fonction est monotone.

Théorème 18.1 (de Dirichlet). Si f (x) définie sur [−π,π] satisfait aux conditions de Diri-
chlet, la série de Fourier de cette fonction converge sur tout I et la somme de cette série
vaut

– f (x) en tout point de continuité de f situé dans I ;

–
1
2
[
f (−c)+ f (c)

]
en tout point de discontinuité x = c ;

–
1
2
[
f (−π+0)+ f (π−0)

]
aux extrémités de l’intervalle (x = −π ou x = π).

18.4 Erreur quadratique moyenne

Soit f (x) défini sur [−π,π], périodique et satisfaisant aux conditions de Dirichlet. Consi-
dérons

ϕn(x) =
α0

2
+

∞∑

k=1

αk cos(kx)+βk sin(kx)

où αk et βk sont arbitraires et notons δn(x) = f (x)−ϕn(x). On cherche à déterminer les αk et
βk de telle sorte que l’erreur quadratique moyenne

∆2
n =

1
2π

∫ π

−π
δ2

n(x)dx

soit minimale.
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Théorème 18.2. ∆2
n (n fixe) est minimum si αk = ak et βk = bk, c-à-d que les coefficients du

«meilleur» polynôme trigonométrique d’approximation sont les coefficients de Fourier.

18.4.1 Conséquences

Posons

S n(x) =
a0

2
+

∞∑

k=1

ak cos(kx)+bk sin(kx)

alors

∆2
n =

1
2π

(∫ π

−π
F2

p(x)dx+
∫ π

−π
F2

i (x)dx

)
=

=
1
2


1
π

∫ π

−π
f 2
p (x)dx−

a2
0

2
−

n∑

k=1

a2
k +

1
π

∫ π

−π
f 2
i (x)dx−

a2
0

2
−

n∑

k=1

b2
k

 =

=
1
π

∫ π

−π

(
fp+ fi

)2
dx− 2

π

∫ π

−π
fp fi dx =

=
1
π

∫ π

−π
f 2(x)dx = 0

Il s’ensuit

Formule 18.1.
1
π

∫ π

−π
f 2(x) ≥

a2
0

2
+

n∑

k=1

(
a2

k +b2
k

)

Lorsque n→∞, la somme S n devient alors la série de Fourier de f (x), d’ou δn = 0 et
donc ∆2

n = 0 et on obtient l’égalité de Bessel-Parseval :

Formule 18.2 (Égalité de Bessel-Parseval).

1
π

∫ π

−π
f 2(x) =

a2
0

2
+

∞∑

k=1

(
a2

k +b2
k

)
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Chapitre 19

Cas particulier et exemples

19.1 Fonctions paires et impaires

1. Si f (x) est une fonction paire ( f (−x) = f (x) ∀x ∈ [0,π]) alors

an =
1
π

∫ π

−π
f (x)cos(nx)dx =

2
π

∫ π

0
f (x)cos(nx)dx

bn =
1
π

∫ π

−π
f (x) sin(nx)dx = 0

La série de Fourier correspondante ne contient que des termes en cos (et de terme
constante).

2. Si f (x) est une fonction impaire ( f (−x) = − f (x) ∀x ∈ [0,π] alors

an = 0

bn =
2
π

∫ π

0
f (x) sin(nx)dx

La série de Fourier correspondante ne contient que des termes en sin.

19.2 Exemples de développements

Toutes les fonctions données ici sont définies sur [−π,π] et prolongées par périodicité.

Example 19.1
Soit

f (x) =

{
α −π < x < 0
β 0 < x < π

93
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Alors

a0 =
1
π

(∫ 0

−π
αdx+

∫ π

0
βdx

)
= α+β

an =
1
π

(∫ 0

−π
αcos(nx)dx+

∫ π

0
βcos(nx)dx

)
=

1
π

(α0+β0) = 0

bn =
1
π

(∫ 0

−π
αsin(nx)dx+

∫ π

0
βsin(nx)dx

)
=

1
π

(
−α

n
cos(nx)

∣∣∣∣∣
0

−π
− β

n
cos(nx)

∣∣∣∣∣
π

0

)
=

=
1
π

(α−β)
1
n

[
(−1)n −1

]
=


0 si n pair

−2
π

(α−β)
1
n

si n impair

d’où

1
2

(α−β)− 2
π

(α−β)
∞∑

k=1

1
2k−1

sin(2k−1)x =



α −π < x < 0
β 0 < x < π
1
2

x = −π,0,π

Example 19.2
Soit f (x) = x. Or f (x) est paire, donc an = 0. On calcule bn :

bn =
2
π

∫ π

0
xsin(nx)dx =

2
π

(
− x

n
cos(nx)

∣∣∣∣∣
π

0
+

1
n

∫ π

0
cos(nx)dx

)
=

=
2
π

[
−π

n
(−1)n −0+0

]
=

2
n

(−1)n+1

d’où

2
∞∑

k=1

(−1)k+1

k
sin(kx) =

{
x x ∈]−π,π[
0 x = −π,π

Example 19.3
Soit f (x) = |x|. f (x) est paire, donc bn = 0. Le terme constante vaut

a0 =
2
π

∫ π

0
xdx = π

et an

an =
2
π

∫ π

0
xcos(nx)dx =

2
π

(
x
n

sin(nx)
∣∣∣∣∣
π

0
− 1

n

∫ π

0
sin(nx)dx

)
=

=
2
π

1

n2
cos(nx)

∣∣∣∣∣
π

0
=

2

πn2

[
(−1)n −1

]
=


0 si n pair

− 4

πn2
si n impair

d’où

|x| = π
2
− 4
π

∞∑

k=1

1

(2k−1)2
cos(2k−1)x

⇒ 0 =
π

2
− 4
π

∞∑

k=1

1

(2k−1)2

⇒
∞∑

k=1

1

(2k−1)2
=
π2

8
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Example 19.4
Soit f (x) = x3 −π2x. Cette fonction est impaire (donc ak = 0). On a

bk =
2
π

∫ π

0

(
x3−π2x

)
sin(kx)dx = . . . =

12(−1)k

k3

d’où

x3 −π2x =
∞∑

k=1

(−1)k

k3
sin(kx)

Par le théorème de Parseval il s’ensuit

1
π

∫ π

−π
f (x)2 =

∞∑

k=1

b2
k ⇒ 2

π

∫ π

0

(
x3 −π2x

)2
dx =

∞∑

k=1

144

k6

d’où
∞∑

k=1

1

k6
=

π6

945

Example 19.5
Soit f (x) = cos(tx). f (x) est paire. On a

a0 =
2
π

∫ π

0
cos(tx)dx =

2
πt

sin(tx)
∣∣∣∣∣
π

0
=

2
πt

sin(πt)

et

an =
2
π

∫ π

0
cos(tx)cos(nx)dx =

=
1
π

∫ π

0
[cos((t− k)x)cos(nx)+ cos((t+ k)x)] dx =

= . . . =
1
π

2t

t2− k2
sin(πt)(−1)k

d’où

cos(tx) =
1
πt

sin(πt)+
2t
π

∞∑

k=1

(−1)k

t2− k2
cos(kx) ∀x ∈ [−pi,π]

Application : en posant x = 0 on obtient

π

sin(πt)
=

1
t
+

∞∑

k=1

(
1

t− k
+

1
t+ k

)
(−1)k

On pose πt = X et on le développement en fractions simples de (sin X)−1 :

1
sin X

=
1
X
+

∞∑

k=1

(−1)k
(

1
X− kπ

+
1

X+ kπ

)
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Chapitre 20

Fonctions périodiques de période T et
développement complexe

Soit ϕ(x) définie sur [a,b] satisfaisant aux conditions de Dirichlet. On prolonge ϕ par
périodicité (la période est donc T = b−a). On note ϕ̂(x) la fonction prolongée. Considérons
l’intervalle x ∈

[
−T

2 ,
T
2

]
et posons ρ = 2π

T x, on a ϕ̂(x) = ϕ̂
(

T
2πρ

)
avec ρ ∈ [−π,π].

On peut maintenant développer en séries de Fourier la fonction ϕ̂
(

T
2πρ

)
. On a

a0 =
2
T

∫ b

a
ϕ(x)dx

an =
2
T

∫ b

a
ϕ(x)cos

(
2π
T

kx

)
dx

bn =
2
T

∫ b

a
ϕ(x) sin

(
2π
T

kx

)
dx

d’où

Formule 20.1 (Développement complexe).

ϕ(x) =
a0

2
+

∞∑

k=1

(
ak cos

(
2π
T

kx

)
+bk sin

(
2π
T

kx

))

20.1 Écriture complexe

Posons pour simplifier 2π
T = α. On a, par les formules d’Euler :

cos(αkx) =
1
2

(
eiαkx + e−iαkx

)

sin(αkx) =
1
2

(
eiαkx + e−iαkx

)

En utilisant ces formules on a

ak cos(αkx)+bk sin(αkx) =
1
2

(ak − ibk)
︸       ︷︷       ︸

Ak

eiαkx +
1
2

(bk + ibk)
︸       ︷︷       ︸

Bk

e−iαkx

97
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et on obtient

A0 =
1
T

∫ b

a
ϕ(x)dx =

1
T

∫ b

a
ϕ(x) [cos(αkx)− isin(αkx)] dx =

1
T

∫ b

a
ϕ(x)e−iαkx dx

Bk =
1
T

∫ b

a
ϕ(x) [cos(αkx)− isin(αkx)] dx =

1
T

∫ b

a
ϕ(x)eiαkx dx = A−k

Alors

ϕ(x) =
a0

2
+

∞∑

k=1

Akeiαkx +

∞∑

k=1

A−ke−iαkx = A0 +

∞∑

k=1

Akeiαkx+

∞∑

k=1

Ake+iαkx

donc

Formule 20.2.

ϕ(x) =
∞∑

k=−∞
Akei 2kπ

T x avec Ak =
1
T

∫ b

a
ϕ(x)e−i 2kπ

T x dx

En particulier si a = −π et b = π on a

ϕ(x) =
∞∑

k=−∞
Akeikx avec Ak =

1
2π

∫ π

−π
f (x)e−ikx dx

20.2 Convergence uniforme et vitesse de convergence

Théorème 20.1. Soit f (x) périodique (2π) vérifiant les conditions de Dirichlet.

1. La série de Fourier de f (x) converge uniformément vers f (x) sur chaque intervalle
I ⊂ [−π,π] où f ∈ C◦(I).

2. La série de Fourier de f (x) (continue) converge uniformément ∀x si I = [−π,π] et
f
(−π+) = f

(−π−).

Théorème 20.2. Si f (x) satisfait les conditions de Dirichlet alors

|an| ≤
k
n

et |bn| ≤
k
n

20.2.1 Conséquence : vitesse de convergence des coefficients de F

Si f
(−π+) = f

(−π−) et f (x) est dérivable sur ]−π,π[ (elle est donc continue) et que f ′

satisfait aux conditions de Dirichlet alors

Formule 20.3 (Vitesse de convergence des coefficients de Fourier).

|an| ≤
k

n2
et |bn| ≤

k

n2
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20.2.2 Application

À l’aide de telles fonctions on peut obtenir (en utilisant le théorème de Parseval) des
sommes se séries du type

∞∑ 1

n4

Example 20.1
Soit la fonction f (x) = x2 (fonction paire). On a

a0 =
2
π

∫ π

0
x2 dx =

2
3
π2

an =
2
π

∫ π

0
x2 cos(nx)dx =

2
π

[
1
n

x2 sin(nx)
∣∣∣∣∣
π

0
− 2

n

∫ π

0
xsin(nx)dx

]
=

4

n2
(−1)n

d’où

x2 =
π2

3
+4

∞∑

n=1

(−1)n

n2
cos(nx) x ∈ [−π,π]

et

1
π

∫ π

−π
f 2(x)dx =

a2
0

2
+

∞∑

n=1

a2
n ⇒ 1

π

∫ π

−π
x4 dx =

2π4

9
+16

∞∑

n=1

1

n4
⇒

∞∑

n=1

1

n4
=
π4

90

20.3 Systèmes orthonormés complets

On généralise la notion de coefficient de Fourier à partir de systèmes de fonctions
{ψ0,ψ1, . . . ,ψn} définies sur [a,b] orthogonales deux à deux et autres que les fonctions trigo-
nométriques.

On peut représenter une fonction f (x) données, satisfaisant certaines conditions (de ré-
gularité) à l’aide de ψk :

f (x) =
∞∑

k=0

ckψk(x) où ck =

∫ b

a
f (x)ψk(x)dx

∫ b

a
ψ2

k(x)dx

Example 20.2 Polynômes de Legendre
Soit ψk = Pk(x), [a,b] = [−1,1], où Pk est le polynôme de Legendre, défini par

Pk(x) =
N∑

n=0

(−1)n (2k−2n)!

2kn!(k−n)!(k−2n)!
xk−2n

Quelque valeur :

P0 = 1

P1 = x

P2 =
1
2

(
3x2 −1

)

. . .
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On a

(ψm,ψn) =
∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx = µnδmn

où δmn = 1 si m = n et 0 sinon.
Les polynômes sont orthogonaux avec

µn =

∫ 1

−1
P2

n(x)dx =
2

2n+1

Example 20.3 Polynômes d’Hermite
Soit ψk = e−x2/2Hk(x), [a,b] = R, où Pk est le polynôme de Hermite, défini par

H0 = 1 Hk(x) = (−1)kex2 dk

dxk

(
e−x2

)
k = 1,2, . . .

Quelque valeur

H0 = 1

H1 = 2x

H2 = 2
(
2x2 −1

)

. . .

On a

(ψm,ψn) =
∫ ∞

−∞
e−x2

Hm(x)Hn(x)dx = υnδmn


