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Premiere partie

Courbes et surfaces de |I’espace






Chapitre 1

Courbes dans I’espace

Une courbe est une application d’une partie de R dans R®

X = X(t)
te[ty;t]JcR — y: { y=y(t) ouaussi r,=r(t)
z=12(t)

v est définie par une représentation paramétrique (resp. vectorielle). C’est une représen-
tation naturelle de y (appelée trajectoire).

Example 1.1
Soit

7=2t

Somme des équations : x+Yy +z = 3 équation d’un plan (surface) qui contient y.
En éliminantt (p. ex) des 2 premieres équations on trouve X —y = —1, qui représente un
plan (projetant).

x=1-t
v:3 y=2-t [droite]

X+y+z=3
X-y+1=0

est une représentation cartésienne dey qui est I’intersection de deux surfaces (planes).
Mais on peut déduire depuis I’équation de départ, par exemple :

(2-y)z=2t>=2(1-x)?

et
2
z
us—w:(y4x1+o:1—€:1-z-
d’ou
2X2 +yz—-4x—-22+2=0
22 —4xy+122-4=0
Il existe une infinité de représentations cartésiennes de la courbe y. De fagon générale le
systéeme
e1(x.y,2) =0
p2(Xy,2) =0

11



12 Courbes dans I’espace

peut étre interprété comme intersection de 2 surfaces c-a-d comme courbe (ce qui peut se
réduire éventuellement a des points distincts).

Example 1.2
Soit
X2 +y2+722 =14 [surface centrée en O]
X2 +y2+(z-5)2 =9 [surface centrée en (0,0,5)]

Cherchons I’intersection des deux surfaces sphériques :

©14=10z2-162=3

X2 +y? +22 = 14 - X2 +y?+72° = 14
x2+y2 +(2-5)2=9 X2 +y?+22 =102~ 16

L’intersection est une cercle y situé dans le plan z = 3. y est un paralléle d’équation

2 .\2.92 _ 2.2 —
{x+y+3_14©{x+y_5

= 3 L= 3
c-a-d:
x = V5cost
y 13 y= VBsint
z=3
Example 1.3
Soit

X+y2+22=4 (¢)
X2 +(y—-1)2=1 (¢”) [cylindre de révolution d’axe paralléle a Oz]

En posant x = sint on obtienty = 1+ cost et z2 = 2(1 - cost) = 4sin? L. D’ou

X =sint
v:3 y=1+cost

_ int
z_iZSan

1.1 Abscisse curviligne

Pour décrire la courbe vy, on peut utiliser comme paramétre la longueur d’arc s de .
Soit

X = X(t)

Y3 y=yt) ,te[0,T]
z=12(t)

L’élément différentiel d’arc est

(ds)* = (dx)? + (dy)? + (dz)? = ((t) +Y*(t) + 2°(1)) (dt)?

d’ou

5= f VR0 +72(0)+ 2(1) dt = ()
0

On a donc
t=y'(s)
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ce qui nous donne
x=x) =x(y())
Y3 y=y®) =y(v 1))
z=12(t) =2(y7%(5))
Remarque 1.1. Si s varie entre 0 et sg, alors la longueur d’arc entre les points extrémes vaut
So.-

Example 1.4
Exprimer

X = tcost
y:q y=tsint t>0
2= 2232
a I’aide de son abscisse curviligne.

Ona
(X,V,2) = (cost—tsint, sint +tcost, \/Etl/z)
et
t t 1 o 1 2
s:f \/1+t2+2tdt:f(1+t)dt: 51+ :E[(1+t) -1]
0 0 0
donc
t=Vv2s+1-1
D’ou
X(s) = (V25+1—1)cos(\/23+1—1)
y(s) = (V25+1—1)sm( 25+1—1)
2(s) = g\/i( 25+1—1)3/2
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Chapitre 2

Dérivée des vecteurs variables

Soit V un vecteur dépendant de t. V= V(t) = (x(t), y(t), z(t)), les extrémité de V(t) décrivent
une courbe I' de I’espace.
Par définition
av . V(t+h)-v(t)

dt _Mé h

En écrivant V= xi+yj +zK, on a
d_\7 B dxﬁ dy - dzE
gt dt dt)

et
dx dy dz
dt’ dt’ dt
est un vecteur tangent a I au point P(t) (= vecteur sécant passant par un point double :
Pt — P).
Plus généralementon a :
dV  d"x » dvy .

d"z
= W]+Wk si (1), y(t),z(t) e C"(1), 1 = [t1, 1]

D’ou la regle : les dérivées d’un vecteur se réduisent aux dérivees des composantes de
ce vecteur.

2.1 Propriétés

Soit f(t) une fonction de t et ¥(t) un vecteur dépendantdet. Ona:

- SOVl = S
v W
- —[V(t)-\/v’(t)]—?j— W47 %
\7 W
d S [V x ()] = d S0+ V¢ ‘Lt

15



16 Dérivée des vecteurs variables

2.2 Applications
Soit V(t) un vecteur dépendant de t et I" la courbe définie par
X =vy(t)
g y=vat)
z=vs(t)

1. Si Vest défini par I’abscisse curviligne de I, alors

av
[ -
puisque
avl|_ J(dx\* (dy\? (dz)*_ VA +dyZ+d? _ds_,
dsf|  \\ds ds ds/ ds Cds

2. Soit I'; la projection de la courbe I" sur le plan 71 = xOy en Py = projection de P.
Alors (x,y) sont les composantes du vecteur tangent a I'; en P1(X,y).

faha = X

‘ _ Oy/dt _dy _ q
Xpl_dX/dt_dX_y Py

ouy = f(x) est la représentation cartésienne de

] x=x()
“'{y:wo

3. Si |IV(t)]l = a (I" est sur la sphere centrée en O et de rayon a), alors la tangente a la
courbe I en tout point est orthogonal au vecteur lieu : VLV



Chapitre 3

Intégrales de surfaces

3.1 Représentation parameétrique d’une surface

Une courbe est I’image dans R3 d’un domaine du plan (u,v). C’est une application de
R? dans R,
X = x(u,v)
S:{y=yuv) (uv)eG
z=12(u,v)

Dans Oxyz, un point Pg(Xo,Yo,Zo) correspond a la paire v = vg et u = ug.
L’élimination de u et v entre ces 3 relations données (quand c’est possible) fournit
I’équation cartésienne implicite de la surface S :

F(x,y,2) =0

De plus
—
grad F‘PO = (Fx Fy.Fo),
est un vecteur normal a S en Py.
Example 3.1
Soit

y =az+bou+cov

X=aj;+biu+cyv
P
Z=az+bsu+czv

est une représentation paramétrique d’un plan r.
On peut écrire ¥ = (X,y,z) = @+ bu+cv.
Notons i = bx¢, alors

7-(xy,z)=f-a+ fA-b u+ A-cv
=0 =0

d’ou I’équation cartésienne de r :
miNiX+ny+n3z—d=0
Ona:

ﬁF = (nl,ng,ng) = B)XC)

17



18 Intégrales de surfaces

Example 3.2
Soity? +z2 = 4 I’équation d’un cylindre de révolution d’axe Ox et de rayon 2.

Toute relation entre les variables x, y et z représente une surface dans R® méme si I’une
d’entre elle n’apparait pas effectivement.

Example 3.3
Soit la surface hélicoidale
X = UCOSV
H:{ y=usinv
Z=cv
En maintenant u fixe (u = w) on obtient
X = Ug COSV
H:J y=upsinv
zZ=cv

C’est une courbe I' c H. Elle est aussi située sur la surface

X% +y? = u3(cos?v +sin’v) = u3
qui est un cylindre de rayon ug et T est une hélice.

Ainsi d’une maniére générale si I’on garde u = ug fixe (ouv =\p), on décrit une courbe
sur la surface considérée.

Example 3.4
Soit une sphére de rayon R. On a comme parametres les angles d’euler 6 et ¢ : 6 = £(0z,OP)
et ¢ = £(0x,0P’).
X = 0P’ cos¢ =Rsinfcosy
S :{ y=0P’sing =Rsinfsing
Z=Rcosy
d’ou
X2 +y? +22 = R? Sin29(0082¢+8in2 90) +R?cos?§ = R?
donc 6 € [0,n] et € [0, 27].
En gardant 6 = cte = 0y, alors z = Rcos6y = cte. La courbeT" C S est dans un plan hori-
zontal et
X = RsinfyCcosy = rpCoS¢
{ y =Rsinépsing = rgsing

est un cercle dans le plan . T est un paralléle (géographique).
Engardant ¢ = cte = gg on a

X = Rsinfcos¢g = Rsing =
COS o

y = Rsingsingg = y = tangg X = mx

c’est un demi-plan vertical passant par Oz, ¢’est un méridien.
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3.2 Calcul de I’aire d’une surface

On peut considérer sur la surface S un élément d’aire AS défini par les frontiéres du
réseau de courbes déterminées par u = Ug et u = Up + Au, ainsi que v =Vvg et v =vg + Av.
—-—
OP = (x(uo, Vo), Y(uo, Vo), Z(Uo, Vo)) = F(Uo, Vo)
d’ou
= P(Uo + Au, Vo) — F(Uo, Vo) =
= (X(ug + Au, Vo) — X(Uo, Vo), Y(Uo + Au, Vo) —Y(Uo, Vo), Z(Uo + Au,Vp) — (U, Vo)) =

= (% 'AU+€1(AU), @ 'AU+€é(AU), g -AU+€§(AU)) =
ou Uo,Vo 0 Up,Vo 0 Uo,Vo
r

_ g_ Au+2(AU)
u (UO7V0)

oll € (Au) — 0 comme (Au)?.
De la méme facon on obtient b:

b = P(Uo, Vo + AV) — F(Ug, Vo) =

or
= — AV + € (Au)
v (Uo,vo)
On a alors
AS = [[ax B + e(auav) = [[Fudux R V]| + (Auav)
et a la limite

ds =||ruxf| dudv
Ainsi on obtient I’aire de S :
Formule 3.1 (Aire de S).
or or
S = ff |Fux || dudv  avec ry = - etp, = -

(u,v)eG

Remarque 3.1. 1y x Iy est orthogonal aux vecteurs tangents aux deux courbes passant par

P. fy x fy est donc colinéaire a ng (vecteur normal a S) si F(x,y,z) = 0 est I’équation
cartésienne de S.

3.2.1 Calcul de ||y x iyl

\oici une méthode pratique pour le calcul de ||Fy X Iy|| : soit @ I’angle entre r, et iy, On a
alors

1Py X Pl = IFUI12 - IR sina = [IPl12 - IR12(1 — cos? @) = P2 - P2 — (7, - )
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Example 3.5 Surface sphérique
Soit la surface sphérique

X =Rsin@cos¢
y = Rsinfsing
z=Rcoso
Ona
or . .
5 - fy = (Rcosdcose, Rcoshsing, —Rsing)
or L .
— = T, =(-Rsingsing, Rsinfdcosey, 0)
O
d’ouy-r, =0.
De plus

IFy X P, |I° = |R® cos? 6(cos? g + sin? ) + Rsin® 6| - [R? sin? (sin? ¢ + cos’ ) | =
= R?R?sin% @
d’ou dS = R?singddde.
Remarque 3.2. En calculant ry x i, on obtient

(R?sin?6cos, R?sin*@sing, R?sin6cose) = Rsing(x.y,z)

AY % - Ve - Y
Onas :x?+y?+z2-R%?=0d’0o0 gradF = (2x,2y,2z), colinéaire a Fp X F,.
Application : aire d’une zone sphérique ¢ € [0,2r] et 0 € [61,62]. On a

21 )
S :ffds :ffstianHdgo:sz dgof singdg =
0 61

(0.9) (0.9)
= R%2n(~cos 9)|Zi = 27R?(c0s 01 — cos6y) = 27R(Rcos 1 — Rcosby)

Example 3.6
Soit S la surface définie par
X=3u—4v
y:iu+3v (u,v) € G = {u +V? < 144}
_ (42 _\2
Z= 5 (u v )
Ona
?u = (3,4, U)
ﬁ/ = (—4, 3, —V)

ANy = (Fu-R)° = (9+26-+ %) (16-+9+v*) — (-uv)” = 625+ 25(u” +17)



3.2 Calcul de I'aire d’une surface

d’ou

dS =5vV25+u2+v2dudv
S:f V25 + u? +v2dudv

(u,v)eG
converti en coordonnées polaires on a :

S :5ff1/25+p2pdpd(p

(0-0)
Or, G est un disque et on peut déduire que 0 < ¢ < 2r et0 < p < 12. On a donc

et donc

21 12 1/2 T
S=5 f dy f p(25+p?)"" dp = 220'720 ~ 21'700
0 0 3

Example 3.7 Cas particulier : surface explicite
Cas des surfaces z = f(x,y) données explicitement :

X=u
y=v
z=f(u,v)

Ona
?u = (1$ 0$ fU)
r>V = (0$ 1$ fV)
PR = (fu- )7 = (1+ £8) (1+ £2) = (fufy)? = 1+ 7 + 7
d’ou
dS = 1+ f2+ f2dudv = \[1+ 2+ f2dxdy = grad®z(x,y)
et donc
S =z(x,y)
On a aussi
. e
Aire deS = ff \/1+ grad2f(x,y)dxdy
(xy)es’

Example 3.8

Calculer I’aire de la portion de surface z = Xy située a I’intérieur du cylindre x? +y? = 1.
La projection de S sur Oxy est un disque de rayon 1.

mz = (fx, fy) =(y,X)

dS = 4/1+y2+x2dxdy
27 1
2 4 y2 — 2\/? :2_” _
S ff A1 +Y2 + x2dxdy fo dgaf(;p(l+p) do 3(2\/5 1)

x2+y2<1
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Remarque 3.3.

1. F(x,y,2) =z— f(x,y) = 0 est I’équation cartésienne d’une surface donnée explicite-
—
ment. L’élément de surface peut donc s’écrire dS = || grad F||dxdy.

2. Si la surface est donnée explicitement par F(x,y,z) = 0, alors I’élément de surface vaut

JF2+F2+F2 [ F24+F2 arad E
z

IF2| IF2|

3. Soit i un vecteur normal unitaire a la surface. Alors n3dS = dxdy.

3.3 Integrales de surface

On généralise I’intégration d’aire ff dS si I’on considere une fonction ¢(u,v) liée a

(uv)
I’élément de surface dS, par exemple ¢ = densité superficielle u(u,v). On a la masse de la

couche superficielle qui vaut :

densité de dS
—
M = ff u(u,v) ds = ff (U, V)1 x Pyl dudv
—————

(uv)eG  masse de dS (uv)

Si I’on exprime la masse spécifique sur la surface z = f(x,y) par u(x,y,z),ona:

M= [[ ey, fouy) L+ £+ B axay

(x.y)

De facon semblable on pourra calculer le centre de gravité d’une couche superficielle
non homogeéne (X,Y,Z), de masse totale M. Par exemple :

s L ([ wos

PeS

Example 3.9
Soit H I’hémisphere supérieur de rayon R centré en O (z > 0). Quelle est la masse formée
par la couche superficielle de densité

m
u(P) = p(xy,2) = o (X*+y*) PeH
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M :%ff(x2+y2)d8 =
$oH

m . .
= ﬁffstng RZsingdode =
(0.¢)

21 /2
:mf dgof sine(l—cosze) do =
0 0
/2

:anf (sine—coszesina)dez
0

/2

1
= 27m (— cosH + 3 cos® 6')

0

= §7Tm
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Chapitre 4

Champs vectoriels

On appelle champ scalaire f dans un domaine G c R® une fonction f(x,y) avec D = G.
Par exemple

— f = masse spécifique d’un solide ;

— f =température ;

— f = énergie potentielle.

Definition 4.1. g est un champ vectoriel dans G si a chaque point P(x,y,z) € G on fait
correspondre un vecteur (variable) g(P) = (q1(x.Y,2),02(X,Y,2),q3(X,Y,2)).

De facon génerale, les g; peuvent dépendre du temps t : gi = q;(P,t). Si @ est indépendant
de t on dira que @ est un champ vectoriel stationnaire. Par exemple

— = champ électronique ;

— § = champ magnétique ;

— g = champ de forces;

Definition 4.2. On appelle trajectoire d’un champ vectoriel la courbe I ¢ Dy, telle qu’en
chacun de ses points ( est le vecteur tangent aT.

De cette définition on peut déduire que

P=(X.Y.2) est colinéaire & (g1, 02, q3)

Meéthode de résolution

Soit G = (g1,02,93). Cherchons les trajectoires I de @ ou I est définie par F=r(t). On a
le systeme

. . . idi
l:l:i:k(t)lz"‘)%:ﬂzﬁzk(t)dt
. Q02 Qs v C2 O3

On pose

dT =k()dt = T = K(t) = f k(t) dt

27



28 Champs vectoriels

et on obtient

g

81

g—y =dT } ou x,y,z sont des fonctionsde T
2

e

03

On a donc trois équations différentielles a résoudre.

Example 4.1
Soit @ = (x,xe™Y,x+z). Cherchons les trajectoiresT de ( :

X_y __z _
x_xe—y_x+z_k(t)

1.
E:k(t) = % =k(t)dt = f% =Inx= fk(t)dt: K(t) +c1
= x=Cpek®
2.
dy
dt _ Y iy — . ak(®) y _ 7 (1Y ak(t)
Croey =k(t) = e'dy=Cie"™" = &' =Cy | K'(t)e"Vdt+C,
= & =CeV+C,
= y=In(C:eV +Cy)
3.
dz
Aty L k) > 7=CiekOkt) +k(t)z
X+2 Crek® 4z

= 7-k(t)z = C1e"Ok(t)

On a ici une équation linéaire différentielle linéaire homogeéne (a coefticients non
constants).
Solution générale de I’équation homogéne :

7-K(t)z=0 = z=_Czek®
Solution particuliere de I’équation inhomogene
2(t) = (1)) = .. = z=Cik(t)e O
D’ou la solution cherchée
2(t) = C3e*® + C1k(t)ek®
En posanteX® =t on a
X=Cq1
I':¢ y=In(Ci7+Cy)
z=(C1Int+C3)r
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4.1 Champs vectoriels particuliers

4.1.1 Champ constant

q(P) = (@.5.7)

Les trajectoires sont des droites paralléles.

4.1.2 Champ central
SoitF=(xy.z); ona ||?|| =r= /x2+y2+22. Le champ vaut
? Y s )
(T(P) = q(X,y, Z) = f(I’)F = f(r)é’r ol ér _ (X y Z)

VX2 +Yy2 +72
Example 4.2 Champ gravitationnel
Soit

Ve (D)
q=—Le =

ona

Les trajectoires sont des demi droites issues de O. En effet, soit f = (x,,2) le vecteur tangent
aT, trajectoire du champ @ = ¢(r)(X,Y,z). Résolvons le systeme

F=Kke(r)F, ouP=F{)
On a par exemple
% = ke(r(t))x = % =Ke(r(t))dt = Inx=0t)+a = x=ae®®
et de méme poury et z. On obtient ainsi :
P=(a,b,c)e®® = 2(a,b,c) 1>0
C’est I’équation vectorielle d’une demi droite issue de O.

4.1.3 Champ r des vitesses

On veut calculer un champ rdes vitesses d’un corps solide tournant autour d’un axe fixe
passant par I’origine. Soit

€ le vecteur directeur unitaire sur I’axe;
w la vitesse angulaire de rotation;
¢ la distance de P a I’axe a.

Or r(P)L plan (OP,a), c-a-d V.LEet VLF.On a

V] = 1l 6 = el | f|sine = el - [P €]
On pose & = we. Alors V est colinéaire & x . On a donc
V|| = ||@x 7| = +&xP (selon le sens de rotation)

On a un résultat immédiat : les trajectoires sont des cercles situés dans des plans perpendi-
culaires a I’axe de rayon 6.
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4.1.4 Champ de gradient

Soit f(x,y,z) de classe C! dans G ; si g = ﬁ f alors @ est dit champ de gradient.

— Tout champ constant @ = (a,3,7y) est un champ gradient de la fonction f = ax+8y +7yz.
— Vf eC?! le champ central = f(r)€, est aussi un champ de gradient.

— Considérons V = @& x I et supposons que @ = (0,0, w), alors V= w(-y, X,0). Est-ce-que

ce champ est un champ de gradient ? Existe-t-il une fonction ¢ tel que vV = ﬁ<p?

{"DX:_wy :{¢Xy:_w = Oxy F Pyx

()Dy:(,()x QDyX:(,U

Ce n’est pas un champ de gradient, car la condition d’intégration n’est pas vérifiee.
—
— Trouver F t.g. = gradF, avec 0 = (g1,02,03). On doit avoir :

Fx=01
Fy=02
F,=03
On obhtient .
—
F= fql dx +6(x,y)
avec

B
B(x.y) = f @_ady et 6@)= f (3 - - o) dz 4



Chapitre 5

Travalil et circulation d’un champ
vectoriel

Soient g(P) un champ vectoriel dans G et I' ¢ G une courbe de représentation paramé-
trique
X = X(t)

y=y(t) telahb]
z=12(t)

On note OP = /(t), OA = F(a), OB = F(b).
Décomposons I" en une suite de point A = Pg,P1,...,P, = B et considérons les segments
(cordes) Px-1Px (1 <k <n). Formons les sommes de Riemann

n n
Z 0 (Pk-1) Pk-1Px = Z [d1 (Pk-1) AXk + 02 (Pk-1) Ayk + 03 (Pk-1) AZ]
k=1 k=1

Si les accroissements AXxk, Ayk, Azx — 0 lorsque n — oo et que la limite de la série existe et
est indépendante du choix de la suite {P}, alors elle vaut

b b
f (qa(x.y. 2)dx + Gz dy + g3 2] = f e oy i) = [ deypt- f qt)r(L it
) ) - ¢

Formule 5.1 (Intégrale curviligne). L’intégrale curviligne de A a B le long de I vaut

B b(t) R
f qdr= q(t)Fdt
A a(t)

Cette intégrale définit le travail fourni par le champ @ le long d’une courbe I donnée.

fABqdr’: —fBAqdr

Definition 5.1. La circulation du champ ¢ le long d’une courbe T" fermée et orientée est

donnee par
9§(Tdr’

31

Remarque 5.1. Le longde I"
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Remarque 5.2. La circulation ne dépend pas de I’origine choisi sur la courbe :

qdr = ﬁ qdr
A—A A —A

Supposons que g soit un champ de gradient d’une fonction univoque @ (sans singularité)
—
G=grad® = qdr=(®x, @y, ;) (dx, dy, dz) = Dydx+ Dy + dy+ 0, dz = d
B tg
:f qdr= [ d®=d(x,y,2)® = Pg—Da
A ta

= Sﬁqdr: ®g— D=0

Le travail fourni par une champ de
Un champ gradient d’une fonction uni- gradient d’une fonction univoque le
voque a donc une circulation nulle le| <= |long d’une courbe orientée quelconque
long de toute courbe fermée. ne dépend que des extrémités de la
courbe.
Example 5.1
Soit

Yy —X
= b ,O
I (x2+y2 X2 +y?2 )

Ce champ est singulier car q; et gz ne sont pas définis en x =y = 0, donc Oz ¢ D
Sig= grﬁd) alors ®; =0. D’ou

=y
O =D(xy) = x5
YT X1y

@ existe si la condition d’intégrabilité® est satisfaite :

1 2> 2 1 2x?

ﬂ+WuLWQZ xhy%ﬂ+wf
X2 —y?2 ) VR
XZiy2 X2ty

Vrai Y(x,y,z) ¢ Oz

X = cost
y:4{ y=sint

z=0

Considérons

Aucun point de y est sur Oz.

9 d
1% -2
ayq)x x>
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Ona:

F()dt = (-sint, cost, 0)dt

int t . .
qdr = (sm o= 0)-(—smt, cost, 0) dt = (—sin’t—cos’t) dit

11
D’ou
27
A . e
qu’dr’: (-1)dt = -2z # 0, méme si 0 = grad®
t=0
Mais attention : ® n’est pas réguliére partout !

Théoréme 5.1. Seuls les champs de gradient d’une fonction univoque (réguliére) ont une
circulation nulle le long de toute courbe fermée.

Formule 5.2.
q=gradF o qudr’:o

Example 5.2
Soit le champ constant § = (a,3,y). On a

B 153
f gdr= | (adx, Bdy, ydz) = ex(t) +By(t) + yz(t)I?
A 1
= (ax2 +BY2 +y22) — (X1 +By1 +v71)
= (X2 — X1) +Bly2 — Y1) +¥(22 — 21) = (. B,7) - AB

Example 5.3
Soitq = (y+yz?, ax+xz2, 2xyz¥), aveck > 0. Calculer le travail de q le long de T’y et deT :

x=t x=t
I:{y=t2 TIy:{y=t te0,1]
z=0 z=0

Ona:
B 1 1 1
lef q’dr’:f (t2+0, at+0, 0)- (1, 2t, 0)dt:f(1+2a)t2dt:—(1+2a)
A 0 0 3
et
B 1 1 1
szf qdr*:f (t+0, at+0, 0)-(1, 3¢%, O)dt:f(1+3a)t3dt:—(1+3a)
A 0 0 4

Pour que @ soit éventuellement un champ gradient on doit avoir W1 = W», donc a = 1.
Cette condition n’est pas suffisante : il faut aussi que k = 1.

Remarque 5.3 (Additivité des circulations). Les circulations sont additives :

éﬁddf’:éﬁddf#fddf#éﬁdd?
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Chapitre 6

Flux d’un champ vectoriel a travers une
surface

On a vu que les points P d’une surface S peuvent étre definis a I’aide d’une repré-
sentation paramétrique r(P) = r(u,v), (u,v) € D. On a que les vecteurs normaux a S sont
colinéaires a ry x ry. L’élément différentiel de surface est

ds =||ruxf| dudv

Si S est fermée on appelle normale extérieure i la normale unitaire qui sort de la surface,

c-a-d :

= im
I

et on a donc
(Fux 1) dudv = 11- ||y x 1) dudv = ridS

Lorsque S est donné en représentation cartésienne F(x,y,z) ona:
(FX, Fy, FZ)

JF2+F+F2
Example 6.1

Soit la surface sphérique x> +y%> +z°—R?=0. On a

I CAR N (S

Ke+y2+22 R R

Soient S c D c R® et @ un champ vectoriel défini dans D. On partage D(u, V) décrivant S
en m sous-domaines disjoints Dy, avec

M=+

D=

(=

Dk et Aire(DinDj)=0, i#]j
k=1

Soit Pj € S. OP; = F(ui, ;) avec (ui,vi) € Di, AS; = |[Fux Ry]|;- On forme une «<somme de
Riemann» :

> a(Pi) -1, AS;
i=1

35
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Si
lim
m—o0 4
i=1
existe pour toute aire D; — 0, on peut calculer cette somme, et on I’appelle le flux.

Formule 6.1 (flux). Le flux du champ ¢ a travers la surface S vaut
S D

Formes particulieres de ®

- 7z %
1. Si S est donnée par z = z(x,Y), alors dS = \/1 + grad?z(x,y) dxdy et

= ff (G-ﬁ’)|x’y’z(x’y)./1+22+zydxdy

S’(x.y)
2. Sionposeq-f=qin;+02n2+03nzona

ffq’ nds = plffqldydzwszqzdxdzwsfqudxdy

(v.2) (x.2) (xy)
Example 6.2
SoientS : x> +y?+72=1(x>0,y>0etz<0),q=(1,-1,2) et = (X,Y,2).
Méthode 1. On pose

X=X
S=qVY=Y
Z_

etS’ le quart de cercle centrée en O et de rayon1. On a

qg-n = x—y+z2 = x—y+1—(x2+y2)

2
i o) il
TETE +( 1—(x2+y2) " 1-(@+y?)) 1-(x+y?)

Alors

dxdy

1
d):ff X—y+1-(C+y?)| ———
| ]J1—<x2+y)
1
pCOSp—psSinp+1—p ododyp
SN e
T T/ 2 1
: p? 172

= COS¢ —sin df d+f df 1- d
fo(so 90)900\/1_—2'00 soop( p%) " dp

/2 Lo p? 7r1 2 23/21
= sing + Ccos¢[* —  _do+==|—=|(1-

0

z
6
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Méthode 2. Les 3 projections de S sont des quarts de cercles, avec I’orientation de i qui
vautresp. p1 = +1,p2 =+1,p3=-1.0Ona:

q’=P1ff‘hddeszfOIdedHPsf qzdxdy =

v.2) (x.2) (xy)

- fldydz+ ff (-1)dxdz - ff zdxdy =

aire cercle quart cercle quart cercle

_1 2 1 2 1 _(2av2 _
=-nl —an —ff— 1—(x*+y?)dxdy =

o N IPS I
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Chapitre 7

Surfaces planes : formule de Riemann

Soit 9D donné par

X:X(t) ’ 144
{y:y(t) te[t,t”]

avec le point le plus bas B = (x(t’), y(t’)) et le point le plus haut H = (x(T),y(T)), avec
t' <T <t”. Aprés un tour on revient a B = (x(t”), y(t”)).
Soient f(x,y) € C! et g(x,y) € C! dans D. Alors

ff Th f y dy( J (yj”z—g )— fy y [90x2(9).Y) ~ 9(x2(y).y)] dy =

- [ ey dy+ f g(xL.y)dy = f g(x.y)ydt+ f g(x.y)dy =

f g(x,y)ydt = 9§g(x y)dy

Considérons d’autre part

oD { x=x(u) ueu,u”]

y =y(u)
R = R(x(u),y(u")
L = R(xx(U),yU) u<U<u”
R = R(x(u"”),y(u")

Ona:
of XR y2(X) 9 f XR
ff—dxdy:f dy(f —dy) f [f(X,y2(X)) = f(X,y2(X))] dx =
A ay Xt yix) Oy Xt

XR XR U u”’
:—f f(x,yz)dx—f f(x,yl)dx=—f f(x,y)th—f F(x,y)dx =
XL XL w U
ull
:—f f(x,y)th:—ggf(x,y)dx
Y oD

39
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En combinant les deux résultats précédents on obtient la formule de Riemann.
Formule 7.1 (Formule de Riemann).

oo [[(2- 5o

Si fdx+gdy = dF (dlfferentlelle totale) alors
ag _of

56 dF =0 V chemin fermé 46D
ax 6y

oD

C’est la condition d’intégrabilité des formes différentielles f dx+gdy. Autrement dit si cette
condition est satisfaite la circulation du champ @ = (f,g) est toujours nulle.

Example 7.1
SoitT" une courbe fermée entourant I’origine d’équation polaire p = p(y). Calculer

9§ q-dr
sig= (4x2 3 _3x%y, 3xy* +6x3y) Ona

2 3o
= ff(3y4+18x2y2—12x2y2+3x4)dxdy=
D
:ffB(x4+y4+2x2y2)dxdy:
D
2n 0() 2n 6
=f dsof 3p*pdp == f P (p)de
¢=0 0

1. Admettons que 9D soit paramétré par sa coordonnée curviligne. En choisissant f = g

on obtient
ffgﬁfdxdy: ng(x,y)ﬁds
D oD

2. Soient f = —qy et g = Q. La circulation de g sur le bord de D s’écrit

_ (T (2, 9%
ﬁdﬁds_ff(ax+6y)dxdy
oD D

. 1
airede D = 5 9§(xdy—ydx)
oD
La circulation du champ g = (=Y, x) le long de la frontiére d’un domaine fermé est
égale a 2 fois I’aire du domaine.

Conséquences

3. Sif=-yetg=x,0na



Chapitre 8

Surfaces dans I’espace : formule de
Stokes et rotationnel

Soient 0 = (ay(X,Y,Z,),02(X,Y,2),0d3(X,Y,2)) un champ vectoriel dans RS et G un domaine
fermé dans un plan & quelconque. On cherche a transformer

ang(TdF’

On a dans un systéme Oxyz (pour ¥ quelconque) V = (V1,V2,V3) = Vii +Vz j + V3K et, dans
le systéeme orthonormé OXYZ, V= (v1,V2,V3) = Vil +VvoJ + V3 K,doncvy = V-1,
Dans ce méme systéme, la circulation de § = (Q1,Q2, Q3) est

56(QdX+Q2dY+Q3dZ) 9§(QdX+Q2dY) ff(@—ﬂ)dXdY

Soit d(x,y,z) € CL; d(x,y,2) = D(X,Y,Z). Ona

o _oo 00 9P
ax oy X Ty X e X

et de méme our@et@
P ot

Or VP e R3, OP = xi+yj+zK = Xi'+ Y3+ ZK. On a donc

X = (xF+YJ*+Z|Z)-i*:X|1+YJ1+ZK1
y = (XI+YJ+ZK)-J=Xlp+YJ +ZK;
7 = (XF+YJ”+ZK)-R’:X|3+YJ3+ZK3

41
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d’ou
oX oX OX
. = b
ax - oyt zk
ay ay ay
2, L= -2 =
ax ~ 2 gy TV 7=k
0z 0z 0z
X I3, N Js, a7 Kz
et encore
o ﬁl +£I +£I
X — ox‘tlaytar
9 9 9 9
2 - L3+ 254+2
oY T oax eyttt
9 9 9 9
2 - LK+ LK+ 2K
07 T ox gyttt
Il s’ensuit

0Q2 0Q1 0 0
a_x-a—Y:&(q-f)—a—y(q-lj:

0 0 0
L+ %+ 2
(ax 1+8y|2+ azls)(Q1Jl+Q2Jz+OIs33)

0 0 0
L5+ 25,42 I+l -
(6XJ1+6yJ2+azJ3)(ql 1+0212+0q3l3)

002 oq1
— (113> — i L
(I1J2 |2Jl)( x ay)

+(l1J3 - |3J1)(§ ~ 5

+ (1233 - I?’JZ)(a_y - E)

Comme le vecteur normal unitaire & G est égale au vecteur normal a 7 : i = 'x K = K. On
obtient ainsi

ox oY

0Q2 aqlznl(aqs 3Q2)+n2(3ql aqs)ms(%_%)
ox oz

07 ox ox oy

Definition 8.1 (Rotationnel). On appelle ﬁq le rotationnel du champ g

i j K
:(%_@ g1 _ dg3 @_%): 9 9 9
ox oy oz
i Qg2 Q3
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Definition 8.2. Soit V I’opérateur différentiel définit par

> (0 0 0
V==, =, =
(6x’ oy’ 62)

En combinant ces deux définitions on obtient

Formule 8.1. _
rotq=Vxq

8.1 Généralisation a une surface S c R® quelconque

Les circulations étant additives, on peut écrire, en approximant une tres petite portion de

surface a une surface plane
9§q- dr = ffﬁ’tq.r—fds
s S

La circulation de (@ est égale au flux du rotationnel a travers S.

Formule 8.2 (Stokes).

Definition 8.3. ﬁq est appelé «vecteur tourbillon».

Supposons que S soit un petit domaine entourant le point P € S. Par le théoreme de la

moyenne on a
— —
95@- dr= ffrotq-ﬁdS:(rotq-ﬁ)Qesf ds
s S S

et a la limite

Formule 8.3.

(rotq ﬁ‘ I|m qu dar

proj de rotq sur ff
tourblllon spécifique

8.1.1 Conséquences

1. Si g = grad®, la circulation est nulle VoS :
rot grad @ = 0

On peut écrire

grad(D (Bd) od ad)) -

Vo
ox’ ay’ oz

donc
VxVo =0 Vd(x,Yy,2)

Pour déterminer si @ est un champ de gradient, on calcule ﬁq.
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2. Considérons les spirales

= —Me
F:{';_ge , m>0

On peut écrire T et sa dérivée sous la forme

x =ke™™cos¢p x = ke™™?(—mcos ¢ —sing)
I y=ke™sing , < y=ke ™ (-msing+cosy)
7= 0 Z = O

Champ de vitesses @ = (-mx-y, -my+X, 0). Ona

i i K
— 0 0 0
rotq = — — — |=(0,0,1+1)=(0,0,2) ~(0,0,1)L planz=0
e - A A )=(0.0.2)~(0.0.1)L p

—-mx-y —-my+x O

3. Soit 0= @ X T, oU w est un vecteur constant. On a

i i K

— 0 0 0
rotq = — — — = (2w1,2ws,2 =20
q X By e (2w1,2w2,2w3) = 2&

wWZ—w3y w2X—wiZ wiy—w2X

Ainsi de 0 = & x F on «extrait» le vecteur axe de rotation en calculant %rotq, et on

obtient :
9§?x dr’:szﬁds
35 S

4. Si S est une surface fermée, alors 9S = (0. La formule précédente implique

H#ﬁds =0 V surface fermée
S

Interprétation physique : un corps solide G subit sur toute sa surface une pression
uniforme d’intensité pg. Quelle est la résultante des forces F?

F= #(—poﬁ)ds = —po gﬁgﬁds =0

$=0G S=0G
La résultante est donc nulle.
Revenons a la formule générale de Stokes (Formule 8.2)

(@) Le flux de ﬁq a travers S ne dépend que du contour 9S. Il s’ensuit que si
0S1 = 0S 7 (de méme orientation), on a :

rotq-fdS =0
S=S1US>

Donc le flux de ﬁq a travers une surface fermée S = G est nul.
= la quantité de fluide entrant est égale a la quantité de fluide sortant.
On dit qu’il n’y a pas de sources dans G pour un champ de rotationnel.
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(b) i. Si@- drestune différentielle totale ona q = ﬁ@. Alors ﬁq =0.

ii. Réciproquement, si ﬁq =0dans G c R3etI = dS est la frontiére (fermée)
d’une surface S c G alors

Sgd -dr=0
S
Ceci est vrai pour tout domaine G simplement connexe.

Example 8.1
. y X . , .
Soit G = R®—{(0,0,2)} et G = (— Ty > ¢(X,Y), X2—+y2¢(x,y),z) ou ¢ est I’angle polaire €
[0,2n[ entre Ox et P’(X,y,0). q est défini partout dans G. Soit
S { X2 +y? <4
z=1

On ne peut pas déformer T pour le réduire au point P sans sortir de G.

X =2C0S¢
I'=0S y=2sing ; VYP¢Oz ﬁq:(0,0,%_%)
7-1 ox oy

2 _ 2
% = i L arctan 5 = u arctan i — L
oX  OX\x2+y2 y X2 +y y

rotq=0
o A y Y\ _ ¥ -y y Xy
oy a—y(xz Y. "’“Cta”(;)) ~ere () Gy
Cependant
2% [ _ 9 qj
56(7 df’zf ( sz(pgo,ZCZS(pgo,l)-(—ZSin(p,ZCOSgo,O)dgoz
0
a5

2r

21 1
=f pdp = 5¢°| =21°
0 2

0
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Chapitre 9

Domaines dans I’espace : formules de
Gauss et divergence

9.1 Premiéere formule de Gauss

Soit f(x,y,z) € C1 dans G = GUAG (G fermé).
Considérons I’intégrale

fff_dv ffd dyfz;(xy)a—dz_

- f [F(x ¥, 2a(%y) — F(x, Y. 22 (xy))] dxcly =

G
- f f F(x, v, 22(x.y)) dxdy+ f f F(x, ¥, 22(xy))(~ dxcly)
G’ G’

d’ou
fff—dv ﬁf(x,y,z)ngds
G
Ainsi
-5 —> -
fff—dv ff k-gradde:gggfngdS :#fk-ﬁds
G Fle G
d’ou

Efffgﬁfdvzﬁgggfﬁds
G oG
@R’Uf ﬁjde—ﬁgfﬁdS}:O
G G

N
@ka’j:O:wg

Avec les directions Ox et Qy, on obtient & = (w1, w2, w3) = 0.
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48 Domaines dans I’espace : formules de Gauss et divergence

—
ff grad fdV = ﬁfﬁds
G 9G

En utilisant le théoréme de la moyenne on obtient la caractérisation :

Formule 9.1 (Gauss (1)).

Formule 9.2 (Gauss (I), caractérisation).

grad f| = lim ﬁgfﬁds
g PeG VG—) VG

Application
En utilisant la formule 9.1 et les relations analogues pour les directions iet f on peut
écrire :
e AN 9%6 i
fff oy o0z) (gsnz —gz2n3)dS
G 4G
001 dgs)
fff 9z ox| #(ang gsny)dS
G Fle
g Ay 9%6
ox oy) - ds
fff ox oy (g2n1 —q1n2)
G 4G
Formule 9.3.

fofrotqu:ggg(ﬁxq’)dS

D’ou, comme pour la formule 9.2

Formule 9.4.
—
grad f

SN L

9.2 Seconde formule de Gauss (divergence)

B _ 991 992 943
#q-ﬁds —#(anl+QZn2+q3n3)dS —fff( ax’dy " o )dv
oG 9 ¢

Definition 9.1. On appelle le scalaire div@ la divergence du champ g = (q1,92,93)

Ona

3Q1 aClz 003
dvd_ ay + p
ou

divg=V-q
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D’ou

Formule 9.5 (Gauss (11)).

fo divgadV = ﬁgq.r—fds

et la caractérisation

Formule 9.6 (Gauss (I1), caractérisation).

dive], g = lim —5@6@ ndS

Ve—0 Vg

C’est la source spécifique. Si divq’|P < 0, on parle parfois de puits.

Ainsi s’il n’y a pas de sources dans G (c-a-d divq = 0), le flux a travers 9G est nul. De
maniere générale les champs de divergence nulle sont ceux dont le flux a travers une surface
fermee est nul. On a

si divd=0, alors f g-mdS ne dépend que de oS

En effet

ff divgdV =0 = #qﬁds ffqmqurms fq( M 4s
szfd-ﬁ”dszsflfd-ﬁ’ds

Definition 9.2. @ est un champ vectoriel solénoidal si divg = 0.

d’ou
ou Sq et S, ont le méme bord.

9.2.1 Consequences
1. Soitq = rotew, alors
ff div (fotw) dV = @Sm.r—fds = ﬁ @-dP=0
G 0G=% 0Z+0

Comme G est arbitraire, on a div (I‘_)Otw) =0.

2. Tout champ vectoriel (de classe C1) dont la divergence est nul (champ solénoidal) est
localement un champ de rotationnel.

divd=0 & q= rotw
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Montrons qu’on peut trouver @ de la forme (particuliére) (w1, w2, 0). En effet

i J K
— a a9 0 Owy; 0wy Owy Owi
rOtw: _— - - =1|— s ) -
ox oy oz 0z 0z Ox oy
w1 w2 w3
On doit avoir :
(a) 5 ,
w
22 g = w2=- [ wxyDdzay)
z 2
(b) 5 ,
w
_8 ! = = w1 = _f qZ(X’y»Z)dZ
z 2
(c)

_(Ow2 _dwi) _ f | oo 9%
2 903
= | = dz +0x(x,y) = d3(X,Y,2) —a3(X,Y, Zo) + Ox(X,Y)

4]

dz +6x(x,Y)

= 0=—-03(Xx,Y,20) + 6x

:>—6— (X,Y,20)
ax _'q3 aya 0

X
= 0= X,V,Zo) dX
o fxo d3(X.Y,20)

D’ou la solution possible :

z X z
@:(f qz(x,y,z)dz,fqs(x,y,ZO)dx—fql(x,y,z)dz, 0)
20 Xo 20

Comment trouver la solution générale ? Supposons que w soit tel que

— —
rotw = g = rotw

_)
= rot(d"-a)=0

=%

= @ —d=grad® ou O est arbitraire
—_—
= & =w+grad®
Example 9.1

Soit d = (2x,—3y,2x+z). Trouver un champ w tel que rotw = d.
(@) div@d=2-3+1=0;
(b) Par la formule (xo =0etzg=0)

Z X Z
@o = (f (-3y)dz, f 2X+2|,-0 dx—f 2xdz, O) =
0 0 0

= (—3yz, X2 — 2xz, 0)
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Mais on a aussi (xo=0etzg=1)

Z X 4
@1 = (f (-3y) dz,f 2X + 2|1 dx—f 2xdz,0) =
1 0 1

= (—3yz +3y, X2 —2xz+3X, 0)
Etona
—
@1 — g = (3y,3x,0) = grad (3xy)

Applications du théoréeme de Gauss

Formule 9.7. Soit g = OP = (x,y,z) =ralors

fprenas - [[[ awrav =ave
4G G
Example 9.2

Soit G un c6ne de somment O et de base D dans le planz = h. Alors

3VG:ﬁ?-ﬁdS: ff r-ndS + f r-ndS

aG surf, latérale base z=h
—
_ ff op.r—m5+f ds
surf. latérale base

OrOP-f =0 car le vecteur i est perpendiculaire au plan tangent et OP est une génératrice
contenue dans le plan tangent (donc FLOP ). D’ou

_ h—(Aire de base)
B 3

Ve

Example 9.3
Calculer le flux du champ q = (x3, y3, 28+ 1) a travers la surface

S:x2+y2+72=R?%,z>0.
Directement

F= fd-ﬁ’ds

S
= %ff(x3,y3,z3+1)-(x,y,z)d8

S

- %ff(x"’,y"’,z"’ﬂ) ds

S
21 7T/2
= Rf f (R*sin®#cos* ¢ +R*sin° 6sin* o + R* cos* gsing + Rcos gsing) dode =
¢=0J6=0
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Avec la méthode directe on a des calculs trop complexes!!!

En utilisant le théoreme de Gauss
fffdivddv:fff(3x2,3y2,322) dv
G G
R 21 /2
f f f 3r2r?singdrdody
0 Jp=0J6=0
R 7T/ 2 R5
nf r4drf sin9d9:6ﬂ—
0 0 S

5
= ? = F+ff(x?’,y?’,l)-(o,o,—l)dxdy
T

6
=>F= €R5+7rR2

q-rids
¥ =9G=S UE

r=
=3-2



Chapitre 10

Combinaison entre les opérateurs grad,
div et rot

10.1 Petit rappel

o a a9 0
V = |—,—,—
(ax’ay’az)
= -
Vf = gradf
V. = divg
ﬁxd = ﬁq

10.2 Sommes

On obtient sans peine :

— e 1 _— - -
V(f+g) = grad(f+g)=gradf+gradg=Vf+Vg
V- (V+3) = div(V+®) = div(V)+div(d)=V-V+V -3
- — — — - -
VX(V+@) = rot(V+a)=rot(V)+rot(d)=VxV+Vxad

10.3 Produits

grad(fg) = goradf + f gradg
V(fg) = gVf+fVg

div (f7) = vgrad f+ fdivy
— — —
rot (fV) = gradfxv+ frotv
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Application

Soit g pas égale a un champ de gradient. Si Af(# 0) (f composé par des facteurs in-
tégrables) tel que fq soit égale a un champ de gradient, alors g doit satisfaire la relation
(condition nécessaire) q- ﬁq =0.

Example 10.1
Soit G = (yzz, 7+ Xyz, y). Ona
i i K
_, o 8 8 ) ,
rotq=| — —  — | ==Xy, Yy, - 0
q % om0 (=xy. ¥2, -yz) #
V2Z z+Xyz Y

mais iciona(- rotq =0.
—_—
Pour cet exemple Af = e = e¥q = grad (yze?)

10.4 Produits vectoriels

div(VX®@) = -Viotw+@roty
ot (Vx@) = (&-V)V-(V-V)@+Vdive - adivy

10.5 Composition d’opérateurs

dlv(rotv) =0
— 9 9 9 LI LI LI
dlv(gradf) = ey e T e e e =Y T AT
—
rot(gradf) =0
rot (rotv) = grad (divv)-AV

Example 10.2
. —_—> —_—>
Calculer C = div (f gradg—ggrad f).

— — . Y
C=gradf-gradg+ f dlv(gradg)— gradg- grad f —gdlv(grad f)
= fAg—gAf
Definition 10.1. u(x,y,z) est une fonction harmonique si Au = 0.

Ainsi si u est harmonique, le champ @ = gradu n’a ni tourbillon, ni sources, puisque
— — =2 . Y S
rotq = rotgradu = 0 et divg = div (grad u) =Au=0.



Chapitre 11

Formules de Green et intégrale de
Dirichlet

Definition 11.1. On appelle dérivée normale I’expression

of —

—=gradf-fi
on g
C’est la dérivée directionnelle le long de la normale.

Soit f(x,y,z) donnée, introduisons les coordonnées sphériques

y =rsingsing

X =rsinfcosy
Z=rcosé

et notons f(r,8,¢) = f (X(r,6,¢), Y(r,0,¢), z(r,6,¢)). On a

a_f_ﬂ&ﬂ%ﬂﬁ_mf(z y 2)
ar  oxor  dyor szor 9 r’r’r
oyl pi 22472 XY 2\ yoi
En particulier, sur une surface sphérique S : x“ +y“+z“ =C, g :(ﬁ’ﬁ’ﬁ)d ou
off grad f - s = of
r=R onls
c-a-d que sur la sphére on a
9_9
on  or

On a aussi
div(fﬁg): gradggrad f + f div(gﬁg)

R S——
Ag

55



56 Formules de Green et intégrale de Dirichlet

Alors, pour un domaine fermé G c R® on a

ff (gﬁf-gﬁgnAg)dvsz div(fgﬁg)dv
G G
—
:ﬁgfgradg-ﬁ’ds
9§6f‘99ds

d’ou

Formule 11.1 (1ére formule de Green).

a9 —_— ——
ﬁgf%dS:ff gradf~gradng+ff fAgdV
G G

En permutant f et g et par soustraction on obtient :

Formule 11.2 (2éme formule de Green).
ﬁg(f%— %)ds fff(ng gAf) dVv

11.1 Conséquences

1. Posons, dans la formule de Green (11.1), f =1 et soit g une fonction harmonique,
g = u (Au = 0); on obtient

([ (3= [fo-wr

ff— dS =0 V fonction harmonique dans G

d’ou

—
le champ gradu n’a pas de source dans G.

2. Posons dans la formule de Green, f = g = u harmonique (Au = 0) ; on obtient I’inte-
grale de Dirichlet de la fonction u :

Formule 11.3 (Intégrale de Dirichlet).

ff uXM s = feffgradzudV:D(u)



11.1 Conséquences 57

3. Unicité du probléme de Dirichlet
Soit G c R3; on cherche u(x,y,z) telle que

Au=0 dansG
u= f(P) donné suraG (P(x,y,z) € 9G)

Ce probleme admet une solution unique. De plussi Au=0onau=0.

Example 11.1
Soit
Au=0 dans la boucle B de rayon R
{ u(P) = somme des coordonnées de P € 0B

VP edBonau(x,y,z) =X+y+Z.
On remarque (V(x,y,z) € R3) A(x+y +2) = 0, et on peut en déduire que u = X +Yy +z
d’ou u(x,y,z) = x+Yy+z est la solution.

4. Théoréme de la moyenne des fonctions harmoniques

Soient u une fonction harmonique que I’on exprime en coordonnées sphériques u(r, 6, ¢)
et B une boule de rayon R centré en O. Notons 9B = S (dS = R?sinfdddy = R?dx)
et considérons la fonction de R définie par

|(R)_R2f2"f00u(Re¢)ds ffu(m(p)dz

(6.¢)
Alors
au"
R+ -1 = [[uR+nep-ureoiz= [[ 5] o
R
(%) 6.9)
aveCcR <R’ <R+h.
Donc
I(R+h)—I(R) ff ‘
or |rr
(%)
d’ou
ou N
I'(R) = ff i dE—szf ‘ dS == #gradu-ﬁ’ds
(%) (6.9) S =9B

:ff div gradu dV
N’
B Au=0

Ainsi I’(R) =0, donc I(R) = cte; il s’ensuit que | ne dépend pas de R et par conséquent

1 1. =
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Formules de Green et intégrale de Dirichlet

d’ou

4nR2

1 1 — —

—_— u(R, 8, ds :T#U R,6, ds

; RO.0)0S = = f (R.6,¢)
S

c-a-d la valeur moyenne d’une fonction harmonique u est la méme sur chaque sphere
concentrique.

En particulier si R — 0, cette valeur moyenne est la valeur au centre. D’oll

1 :
u(O):mS@gudS siAu=0

S

Si le centre est le point C alors

1
u(C) = u(x,y,z)ds
© 4nRéP5§6(y)

S

Remarque 11.1. Une fonction harmonique u (pas constante) dans G atteint son maxi-
mum et son minimum seulement sur 9G.

Example 11.2
Soit f(x,y,2) =3x° —y2+ 22+ xz+1 etS : X2 +y? +z2 =1 (R = 1). Calculer

[ #f(x,y,z)ds
S

Ona
u(x.y.z)
f = 3x2—y?—22%+xz+1+32
Au = 3-2-2:1-2-2=0
d’ou

| = #fds :47ru(0,0,0)+39§gzzd8
S S

27 T
:47r-1+f f 3cos?#sinfdody
¢=0J6=0

= dx+2n (— cos® 9))2 =81



Chapitre 12

Coordonnées curvilignes orthogonales

12.1 Eléments différentiels de longueur, d’aire et de vo-
lume

Considérons la transformation de R® dans R3 définie par

X = X(u,v,w)
y =y(u,v,w)
z=12(u,v,w)

supposé réguliére. Le jacobien correspondant vaut

a(x,Y,2)
o(u,v,w)

d’ou

v=V(X,y,2)
w = w(X,Y,2)

{ u=u(xy,z)

Fixons dans le premier systeme I’une des grandeurs, p. ex. u = ug; alors ce systéme
représente une surface de I’espace paramétrée par v, w.

Si I’on pose u = ug et v = vg ce systéme représente une courbe.

Considérons Pg(ug, Vo, W) et soient TW), T™) et TW) resp. les courbes paramétriques par
u, v et w resp. Ces courbes se coupent en Pg et en ce point le vecteurs tangents aux I') sont
données resp. par

or

m = ?u = (XU’yU’ZU)|PO
or

E = ?V = (XV?yV?ZV)lF)O
or

6_W — ?W = (XW,yW’ZW)|P0

Supposons alors que ces vecteurs soient orthogonaux (c-a-d les arétes ' sont orthogo-

nales). On a
?u'r)\/:?u'r)wzr»\/‘?wzo
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Calculons dS? :
dS2 = dx? + dy? + dz? = H2 du® + HZ dv? + H2 dw?

ou par convention H2 = 72, HZ = 72 et H2 = F2.
L’elément différentiel de la surface S (u, V) est donné par

dS (u,v) = Hu HV dU dV

Enfin I’élément différentiel de volume (~ cube) est le produit des longueurs dS sur
chaque aréte :

dS rw = Hu dU
dSrv = Hydv
dSrw = Hwdw

d’ou

Example 12.1 Coordonnées sphériques

Soit
X =rsinfcosy
y =rsingsing
Z=rcosé
Ona

y = (rcosécose, rcosdsing,— rsing)

fr = (sinfcosg, sindsing, coso)
I, = (=rsindsing, rsingcosyp, 0)

Onaici, fy-fy=0,r -, =0etry r,=0.

De plus
or
H2 — 22 = 1
r pmll
or
H2 = &2 =2
9 “60“
or .
HZ = ||—I?=r’sin?¢
dp
d’ou

dS? = dr? +r?d6? + r’ sin® 0dy?

et
dV = r?singdrdodey
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12.2 Expressions du gradient, div et A en coordonneées cur-
vilignes

12.2.1 Gradient

Soit g = grﬁd)(x,y, z). Dans le systéme (u,v,w) les composantes de G sont

quy = 0-&u
qvy = q-e
qw) = 0J-€w

ou &, (p. ex.) est la normale unitaire a la surface paramétrée par v et w, c-a-d :

_ RxPy Ty
TR X Pull IR
(Xu,YU,Zu)

1
= H_ (q)XXu + (Dyyu + (I)ZZU)
X +y2+ 22 u

u u u
D’autre part : ®(x,y,z) = d(x,Y,z), d’ol

= () = (Px. Dy, D7)

ou ou ou au

et B
_— 1 6D

u) =|grad cI)) =———

a(u) (g w Hyou

On peut calculer de la méme fagon g(v) et g(w). Ainsi
Formule 12.1 (Gradient).

(L9 190 190
gt =R, 30" By v’ Ay ow
Example 12.2 Coordonnées cylindriques
Soit (u,v,w) = (6,¢,2) et

X =§C0S¢p
y=4dsing
z=12
Alors
ox\2 (ay\* [oz)? .
2 2 2
H2 = (%) +(%) +(%) =Cos“p+sin“p+0=1
HZ = 6°(-sing)”+5(cosg)”+0 = 6°
HZ = 0+0+12=1
d’ou
o (019 4
SCeen =555 05" 02
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12.2.2 Divergence

On a vu dans la section 9.2 (page 48) que

Formule 12.2. .

divd|P0:\I/i_)n}J%9§gd-ﬁdS PoeG
oG
Sur S PR ;
X

=g ——V —q. ¥ _g.6, =
G=d ey = 3 a =9 6w = dw

et

dS = Hu HV dU dV
Considérons alors le flux traversant S et S

:ffC{(W)dS—f C{(W)dS

Up+AU V0+AV
f f q(W) Huy HV|(u,v,Wo+AW) ~ dw) Hy HV|(U»V»WO)] dudv

Up+AU fV0+AV 0
f 2 (HuHuae)

Et il en est de méme pour les autre faces.
Par ailleurs

AUAVAW

(uv,wg)

Alors quand AUAVAwW — 0, Py — Py et la formule 12.2 devient

Formule 12.3 (Divergence).

. 1 0 0 0
div= —— HoHyHh [8 (HVqu(U)) + v (HVqu(V)) + W (HVqu(W))]

12.2.3 Opérateur A (de Laplace)
Formule 12.4 (Laplacien).

. >
A®D = div (grad CD)

_ 1 i |'|vaa;q) 2 Huna;() +i Hquag
~ HyHyHw [ou\ Hy du Hy, ov ow\ Hy ow

+(9v

12.2.4 Rotationnel

Un raisonnement analogue a celui fait pour la divergence (section 12.2.2) appliqué a la
relation

conduit au résultat
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Formule 12.5 (Rotationnel).

=
—

— 1 0 0
( 0 q)(u) = HoHy [E (HwOw) — oW (quv)]

=

— 1 0 0

—+

— 1 (o 0
(ro CI)(W) = Ao, [% (Hvav) - E(H“q”)]
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Chapitre 13

Potentiels newtoniens

Notre probléme c’est trouver quelles sont les fonctions harmoniques u(x,y,z) = u(P) ne
dépendent pas de la distance OP. On cherche Au=0ouu=u (||O_I)3||) =u(r). D’ou

N——
car u ne dépend pas de 0 et ¢

1
Argu(r)=0= ﬁi (rzﬁ) + 0+0

On résout I’equation differentielle radiale et on obtient
d{(,du 5, du du Kk k
dr( dr) AT Tar e T

On peut donc conclure que les seules fonctions sont

1 i N .
u= " harmonique partout sauf a I’origine
u=1 harmonique partout
ainsi que toute leurs combinaison linéaire.
Physiquement, on a affaire a 2 situations analogues :

— charges électriques, champ électrique, potentiel électrostatique ;
— masses, champ gravitationnel, potentiel newtonien.

1. Potentiel newtonien d’une masse m = 1 située a I’origine pour un point P(X,y,2) :
m-1
U(P) = Y

ou vy est la constante de gravitation universelle.
OnaAU =0,VP #0.
Posons
1U =u = u(P)= m
vy r

On veut maintenant savoir quel est le flux de gradu sortant d’une sphere S centrée en
O de rayon R.

R 1
Au = dlv(gradu) =0 VP=#0

mais ici O € Boule de rayon R; il y a une source qui apparait. On ne peut pas utiliser
le théoreme de Gauss. Ainsi
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5@6 gradu-ndS = ?ds =
$=05
_ ﬁga_u
B an
S
my_, .
:#(—@)R sinfdody
S
21 T
:—mf dgof sinode
0 0

= —4mm

Formule 13.1.

ds =
r=R

Conséquence. Soit G un domaine quelconque :
(@) SiO¢G, le flux de gradu est nul :
(b) Si O eG, le flux de gradu = —4zm.

2. Potentiel newtonien en P d’un ensemble de n masses my en Q (X, Yk, Zk) :
Formule 13.2.

n
mq my m M
U(P) = — + o — Z —

IPQull IIPQzll IPQnll k=1 IIPQXl

Q
Cette fonction est harmonique partout sauf en Qy, en effet VP # Qg

RS E——
IPQl| VX=X)2 + (Y = Vi) + (2 — 2)?

1
= AX’,y’,Z’[ J = O
lxlz +y/2+z/2

Par ailleurs, si tous les Qx € G c R3, alors, en utilisant la formule 1, on obtient
Formule 13.3.
— dS = —47'(2 Mg

3. Potentiel newtonien en P engendré par un corps de masse spécifique u(Q) € C1

0G

-y - o dV
Consideérons x(Q)dVg comme la masse de I’élément différentiel E’Q € D, par ana-
logie a la formule 13.2 on obtiendra

Formule 13.4. #(Q)
)= fffHPQH

QeD

et pour D c G on a, par la formule 13.3 :
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Formule 13.5.

4P 205 = ar [[[ ureve
oG

QeD

(@ SiP¢D, ||W5|| # 0, I’intégrale de la formule 13.4 est réguliere et U(P) est har-
monique a I’extérieur de D.

(b) Si PeD,||PQ| =0 lorsque Q =P I’intégrale de la formule 13.4 est impropre et

Au(x,y,z) = —4nu(X,y,z) ; c’est I’équation de Poisson lorsque P(x,y,z) est inté-
rieur a D.
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Chapitre 14

Applications a des modeles physiques

14.1 Loi d’Archimede

Soient g I’accélération de la pesanteur et p la masse specifique du fluide. La pression
dans le fluide en z = p(z) s’exprime par p(z) = ¢ —pgz, d’ou

 — —
gradp = (0, 0, —gp) = —pgk

On veut évaluer la résultante générale des pressions exercées sur le corps G. La force
appliquée sur I’élément de surface dS vaut —p(z)idS, et la force résultante

Formule 14.1 (Loi d’Archiméde).

F":#(-p(z)ﬁdS):-ﬂ]gﬁpdv:+fffpgl?dvngv1?
dG G

La poussée hydrostatique est dirigée vers le haut et est égale au poids du fluide déplacé.

14.2 Equation de Poisson de I’électrostatique

Considérons un milieu inhomogéne, de charge électrique spécifique p. Par les lois de la
physique le flux total du champ électrique E sortant d’une surface fermée 4G vaut 47Q, oil
Q est la charge totale dans G. Donc

4nfffp(x,y,z)dvzsgﬁé’-ﬁds :ff divE dV
G G G

divE = 4np
Dans le cas électrostatique (c-a-d que le champ magnétique H est indépendant du temps
- . —_ N
t) E satisfait rotE = § (équation de Maxwell) et donc E = gradu, d’ou

d’ou

Formule 14.2 (Equation de Poisson).

AU = —4mp
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14.3 Equation de la continuité en hydrodynamique

On considere un mouvement non stationnaire d’un fluide ou d’un gaz. Soient V=v(x,y,z,t) =
(P, t) le champ de vitesses et p = p(X,Y,z,t) = p(P,t) la masse spécifique. Soit G un domaine
de R? fixe dans le fluide. La masse totale du fluide occupant G & I’instant t est

M© = [[[ pepav

PeG

La variation de masse entrant dans G par seconde est

wn I

PeG

Or & travers I’élément de surface S il entre, par unité de temps, la quantité —pV -idS , au

total
- ﬁpv -AdS
S=0G
Il s’ensuit (par la loi de la conservation de la masse) que
fffﬁpdv——#p\?-ﬁds :—ff div(oV)dV
¢
d’ou

Formule 14.3 (Equation de la continuité).

9p(P,t)
ot

+div (pV(P,1)) =0

14.4 Equation de conduction ou de diffusion thermique
Soit un milieu inhomogéne M. On connait les grandeurs

C(x,y,z) chaleur spécifique

m(x,y,z) masse spécifique
k(x,y,z) coefficient de conductibilité thermique

On cherche la température au point P(x,y,z) a I’instant t. Considérons un domaine fixe
G c M; on peut calculer la quantité totale de chaleur dans G a I’instant t :

Qt) = ! i f CP)MPUPHIV = %: f Gf f C(P)m(P)auf;’t) dv

Si I’on suppose qu’il n’y a pas de source de chaleur dans G, alors, par la loi de la conser-
vation de la chaleur, la méme quantité de chaleur par unité de temps doit entrer dans G par

la surface 9G ; elle vaut
ﬁ k(P)—dS

S=0G
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fffc —dV #kgﬁuﬁds:ff div(kgﬁu)dv
G G
ou . N
fff[CmE— div (kgradu)] dv =0
G

Formule 14.4 (Equation de la chaleur).

PR

Donc VG

c-a-d

cPmE Y

R 4
_ div [k(P)grad u(P,t)]
En particulier, si la surface est homogeéne, C, m et k sont des constantes

ou L= ou 5
Cmﬁ_kdlvgradu = E—aAU

14.5 Loi de Helmholtz sur le tourbillons

Soit V un champ de vitesses et posons @ = rotv.

Definition 14.1. On appelle tube de tourbillon le volume engendré par toutes le trajectoires
de q traversant une surface S 1 de frontiére I'; fermée.

Le flux des vecteurs tourbillons a travers S ; est

ffq-ﬁlds:ffr_’mv-mds: 95 v-dr
S1 S1

I'1=0S1

Soit G la partie du tube de tourbillon situé entre S1 donnée et S, de contour I',

ﬁgq-ﬁds ffd-ﬁ’ds +ff q-nds +f q-ads =
phe Surface latérale L s
2
f q-my dS +O+f q-mpdS =
9§V dr’+9§\7 dr= ff divgdVv =
ff d|v rotv dv =0

d’ou
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ffﬁ’tv-ﬁlds:ffﬁ%v-ﬁzds
S1 So

Ainsi dans un tube de tourbillons le flux est indépendant de la section choisie. Un tube
de tourbillon soit se referme sur lui méme soit aboutit a la frontiére du domaine du fluide.

et donc
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Equations aux valeurs propres
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Chapitre 15

Le probleme du flambage

Par les lois de la statique (déformation des corps solides et la théorie des moments)
I’équation différentielle de la ligne élastique est

, - M(X)
- EJ

ou M est le moment de flexion d’une section Py, E est le module d’élasticité et J est le
moment d’inertie de la section considérée.

Ona
//__P __ 2
y = _EJy_ ay

ou « est un parametre variable.
C’est une équation différentielle de second ordre linéaire y”’ + %y = 0, dont la solution
est y = Cq cos(ax) + C, sin(ax), sous les conditions initiales

y(0)=0 = C1=0
{ y(I) =0 = Cysin(al) =0

Sisin(al) #0,C,=0ety=0.
Sisin(al) =0, al =nr, n=1,2,..., alors y,(X) = Cnsin(nTﬂx). La valeur critique est
donnée par le plus petit n (c-a-d n = 1).

T w2EJ
Qcritique = 1 = Peritique = |—2

En analyse on écrit
y’(X)+y(x) =0  dans Ja,b[ + conditions aux extrémités

Si dy(x) # 0 satisfaisant I’équation , la valeur A correspondante est appelée valeur propre A,
de la fonction propre yn(X).
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Chapitre 16

Probleme de Sturm-Liouville - Corde
vibrante

On veut déterminer la position U(x,t) = u(x) a un instant t donné d’une corde élastique
inhomogeéne vibrant sur I’intervalle [a, b].

Soient o- = o(X) > 0 le coefficient d’élasticité et p = p(x) > 0 la masse spécifique. Si la
corde est fixée (mais pas forcement) aux extrémités u(a) = u(b) = 0 I’équation qui détermine
u(x) est alors

Formule 16.1 (Equation de Sturm-Liouville).
[ ()" ()] + Ap(x)u(x) = 0
C’est une équation de Sturm-Liouville dont les conditions générales sont

u(a)—pu’(a) =0
{ U(b) _qU'(b) =0 p.q > 0

16.1 Cas particuliers

1. (a) Sio etpsontdes constantes, on obtient u” +Au=0. C’est I’équation de la corde
vibrante homogene.

(b) Sioc=1onau”+2o(x)u=0.C’est I’équation de la corde vibrante inhomogene.
2. (a) p=0(ouq=0)Ilacorde estfixéeen x=a (ou x=b) etu(a) =0.
(b) p — ~ la condition en x = a devient u’(a) = 0. On dit que la corde est libre en
X=a.

Si I’équation de la formule 16.1 possede une solution u(x) alors Cu(x) est aussi solution.
Si la solution est # 0 pour un certain Ay, c’est une valeur propre d’ordre k correspondant
a la fonction propre uy(x).

Example 16.1
Soit la corde homogene, fixeen x =0 et libreenx=L; U’ +Au=0,u(0) =0 etu’(L) =0.

1. Sia=0onau” =0etdoncu=ax+petu(0)=0=5,u(L)=0=a.
OnaU =0; la solution est donc a rejeter.
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2. Siar=v<0onau” —vu=0, dol I’équation caractéristique r®> —v? = 0, donc r = +v.
On au = aeV* +Be~* = acosh(vx) + bsinh(vx) et

u)=0=a
u’(L) =0 =bwcosh(vL) = b=0

OnaU =0, la solution est donc a rejeter.
3. Sid=pu?>00nauv’ —uu=0,d ol I’équation caractéristique r* +u? = 0, doncr = +iu.
On au = cos(ux) + B(ux) et

u)=0=a
u(L)=0=pucos(uL) =B=0 ou cosuL =0

00 A = (2k — 1)2% et ux(x) = Bxsin [(Zk— 1)gx] aveck=1,2,...

Example 16.2
On considere I’équation de Sturm-Liouville

[eZPXu’]//lZeZpXu =0

avec p > 0 et u(0) = u(1) = 0. Déterminer p pour que A = 2z soit une valeur propre.
On a I’équation caractéristique

(2pu’ +u”)e?P* + 2%e?PXu =0

d’ou
u”+2pu’ +2°u=0 (équation linéaire a coefficients constants)
On a le polynéme caractéristique

r’+2pr+4°=0

ro=—-p++/p?-12=-p=+ ,[p2_27r2

Pour obtenir une solution oscillante, il faut avoir p? —22% < 0, c-a-d p < V2r et

2 =—p= /272 —pai
u(x) =e"> (CZS”‘( 22 - IOZX) +Cy cos( 272 - pzx))

Conditions : u(0) =0=C; etu(l)=0=¢"PC, sin( \2m2 — p2x). D’ou

et les solutions

= /2m2-p?=kr keN*
= 272 —p? = k?n?
= p?=(2-k?)x* possible seulement sik = 1

= p=n quisatisfait p < V2r
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16.2 Quelques proprietés des valeurs propres et des fonc-
tions propres

— L’ensemble des Ay forme le spectre discret de I’opérateur différentiel et {A} est une
suite croissante (k € N*). Le systeme de la formule 16.1 ne possede que des valeurs
propres positives ou nulles.

— Soitp > 0dans J =[a,b], u” + 2pu =0 dans J, u(a) = u(b) = 0, alors
— Uz ne change pas de signe;

— Up change (n—1) fois de signe et les zéros de u,.1 sont séparés par ceux de u.

— Orthogonalité des fonctions propres

Considerons I’équation suivante

u(©) =0

U +ou=0 et {u(L)+qu’(L):O

Soient up et up deux fonctions propres correspondant a Ay # 4. On a
Formule 16.2 (Orthogonalité).

L
fo P(X)Un(X)Un() = 0

La propriété d’orthogonalité reste vraie pour le systeme général de la formule 16.1.
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Séries de Fourier
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Chapitre 17

Préliminaires

17.1 Position du probleme

Considerons la fonction répartition de la chaleur u(x,t) sur I’intervalle 0 < x <1, t > 0.
Elle doit satisfaire une équation aux dérivées partielles du type
ou  d°u
ot ox?

et
u(0,t) = u(1,t) =0 conditions aux limites
u(x,0) = h(x) conditions initiales

L’idée est de chercher une solution particuliere exprimée par séparation des variables

u(x,t) = f(x)g(t)
alors

2
=T = 10930 = (X9
f//(X) _ @ _
f(x) ()
= f7(x)+22f(x) =0 et g(t)+A%g(t) =0

cte = —12

De plus les conditions aux limites impliquent
f(0)g(t)= f(L)g(t)=0 =  f(0)=f(1)=0 (équation de la corde vibrante)

On a comme solution
fa(X) = Bnsin(nrx) neN”

d’ou (0
n 2 2
= —N = t) = e
gn(t) T gn() Yn

—n2g2t

et ainsi )
Un(X,t) = fa(X)gn(t) = by sin(nmx)e ™"
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Chacun des uy, vérifie I’équation donnée et les conditions homogénes aux extrémités; il
reste encore a satisfaire les conditions initiales

Un(%,t) = h(X) = by sin(nx)1

Fourier a eu I’idée, compte tenu de la linéarité, de superposer toutes les solutions uy,
c-a-d poser

u(x,t) = i fa(X)gn(t) = i by sin(nr)e "7t
n=1 n=1
d’ou .
u(x,0) = h(x) = Z bn sin(nzrx)
n=1

C’est une série de fonctions trigonométriques ou serie de Fourier.
Est-ce possible ? Si oui, que valent les b, ? S’il existent, de quel type est la convergence
de la solution?

17.2 Rappel concernant les séries

17.2.1 Séries numériques a termes positifs

Si la suite

cette limite est la somme de la série.
Condition nécessaire (mais pas suffisante) de convergence :

ax — 0

nN—oo

Example 17.1
La série

> 1
S :Zk(k+1)

k=1
converge, etS =1.

Example 17.2 Série geométrique
La série

1
converge, etS = ——.
l-a
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Critéres de convergence

— Comparaison

minorant ming diverge

ming < ak < maxy .
majorant maxy converge

On peut p. ex. comparer la série donnée a

divergesiO<pB<1

i 1 { converge si 8> 1

— Quotient, racine

! L.
lim kKl _ _ g<1l la se,zr!e C(_)nverge
"I._’“’ A si{ g>1 lasérie diverge
kL”.l, Vo =4 g=1 casdouteux

— Intégral
Soit ax = f(k), avec f(x) décroissante.

(o)

Zak et f f(x)dx convergent ou divergent simultanément
k=1 1

Séries alternées

S = Z(—l)k”ak ax>0
k=1

Siag > ay+1 et ax — 0 la série converge.

Série quelconque

S = iuk
k=1

- Si
(o) (o]
S = Zlukl converge = S = Zuk converge
k=1 k=1
la série est absolument convergente et sa somme ne dépend pas de I’ordre de ses
termes.
- Si

(o] o0
S = Z lug| diverge = S = Z Uk converge
k:l k=1

la série est dite semi-convergente.
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17.2.2 Séries entieres

S(x) = Z ax®
k=1

Cette série converge sur ] —R,R[ ou R est la rayon de convergence,

. a . 1
R = lim ' K| = lim ——
kooolaks1l  k—oo yfJay]
Les séries
Z kaka_l et mxk-”'
k=1 o KT

ont méme rayon de convergence et la leur somme vaut respectivement
X
S’'(x) et f S(t)dt
0

17.2.3 Séries de fonctions

S() =) u(¥)
k=1

La série converge uniformément dans J = [a,b] si le reste de la série S (x) vérifie |S (X)| < €
(kn > N¢) indépendamment de x € I.

Critere de Weierstrass

Si Juk(X)] < M dans | et

est une série convergente, alors

i Uk (X)
k=1

converge uniformément dans 1.

Propriétés
1. Siuk(x) € C°(1) et que S (x) converge uniformément dans I, alors S (x) € C°(l)
2. Siug(x) € C°(1) et que S (x) converge uniformément dans I, alors Y[a, X] C [a,b],

faxs(t)dtzgfaxuk(t)dt

est une série uniformément convergente (on peut permuter les signes fet ).
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3. Si uk(x) € C°(I) et que S (x) converge uniformément n’implique pas que

3 u
k=1

converge uniformement.

Example 17.3
Soit
© sm

S(x) = Z

Par le critére
1
uk(x)| < E et kZ: 3
-1

converge, donc S (X) est uniformément convergente Vx.

Mais
k2 o0
o(x) = Z(Smk ]:Z K3

k=1

ne converge pas VX puisque p. ex. pour X =0

o 1
o(0) = Z PEade
k=1
On peut aftirmer cependant que si ux(x) € C’(x) et

D w(x) =S (%)
k=1

converge et
(o]
’
2,
k=1
converge uniformément alors

i Uk (X)
k=1

converge uniformément et

[©e]

= d d d «
U (x)=-==S(x) |c-ad —=—
I; dx ; dx dx ;
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17.3 Les séries trigonométriques
Choisissons
uk(x) = cksin(kx+¢x) keN

es donnons-nous une fonction f(x) continue dans | = [-x,7]. Admettons que I’on puisse
représenter cette fonction a I’aide de la série des uk. On a

f(x) = chsin(kx+<pk) xel
k=0

Alors . .
f(x+2m) = chsin(kx+cpk12kn) = chsin(kx+gok) = f(X)
k=0 k=0

c-a-d que f(x) devient une fonction de période 2.
Ainsi si la série représente f(x) sur | = [—-n, ] elle représente f(x) prolongée par période
2.
Inversement, on ne peut pas représenter une fonction non périodique par une telle série.
On écrit par convention

Formule 17.1 (Développement de Fourier).

f(x)= Z (ck cos gy sin(kx) + ck sin gk cos(kx)) = % + Z ak cos(kx) + by sin(kx)
k=1

k=0

C’est le développement de Fourier de f(x).



Chapitre 18

Coefficients de Fourier et validité des
résultats

18.1 Deux propriétés des fonctions periodiques

1. Si f est une fonction périodique de période T

f:” f(x)dx

est une valeur indépendante de a. En effet

j:” f(x)dx:faTf(x)dx+fT0[+T f(x)dx =
:fan(x)dx+fpj0f(p+T)dp:
:fan(x)dx+f0af(p)dp:
:fOTf(x)dx

Pour ce qui suit, on choisiraa = —r et T = 2x.

2. Les fonctions {1,cos(kx),sin(kx)}, (k e N*) forment un ensemble de fonctions ortho-
gonales sur [-m,7]. En effet

fl-cos(kx)dx:f 1-sin(kx)dx =0

/4 T

De méme Vk # |

fﬂ cos(kx)cos(Ix)dx = fﬂ cos(kx)sin(Ix)dx = fﬂ sin(kx)cos(Ix)dx =0

T - -
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18.2 Coeflicients de Fourier

Admettons que la fonction f(x) définie dans [—n,n] (et prolongée par périodicité) soit
représentable par une série de Fourier

F(x) = % + 3 ayccos(kx) + bysin(kx)
k=1

ou les coefficients, appelés les coefficients de Fourier, valent

a = lf f(x)dx
TJ-n

a = %f f(x)cos(kx)dx k=1,2,...

by = lf f(x)sin(kx)dx k=1,2,...
TJ-n

18.3 Conditions et théoreme de Dirichlet

Definition 18.1 (Conditions de Dirichlet). Une fonction f(x) satisfait aux conditions de
Dirichlet sur I’intervalle [—7, 7] si
— elle est continue sur cet intervalle ou posséde un nombre fini de discontinuités de
premiere espece (c-a-d que la limite a gauche et a droite existent et sont différentes) ;
— I’intervalle | peut étre décomposé en un nombre fini de sous-intervalles, tels que sur
chacun d’eux la fonction est monotone.

Théoréme 18.1 (de Dirichlet). Si f(x) définie sur [-n,x] satisfait aux conditions de Diri-
chlet, la série de Fourier de cette fonction converge sur tout | et la somme de cette série
vaut

— f(x) en tout point de continuité de f situé dans | ;

-3 [ f(—c)+ f(c)] en tout point de discontinuité x =c;
[f(=m+0)+ f(r—0)] aux extrémités de I’intervalle (x = — ou x = 7).

N

18.4 Erreur quadratiqgue moyenne

Soit f(x) défini sur [-, 7], périodique et satisfaisant aux conditions de Dirichlet. Consi-
dérons

en(x) = 7+ " aiccos (k) +Bisin(kn)
k=1

ou ay et Bk sont arbitraires et notons 6,(x) = f(X) — ¢n(X). On cherche a déterminer les ay et
Bk de telle sorte que I’erreur quadratique moyenne

Az—ifﬂdz(x)dx
n 27_( o n

soit minimale.
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Théoréme 18.2. A? (n fixe) est minimum si e = ak et B = bk, c-a-d que les coefficients du
«meilleur» polyndme trigonométrique d’approximation sont les coefficients de Fourier.

18.4.1 Conséguences

Posons -
Sn(¥) = 2 + " acos(kx) + bysin(kx)
2 k=1

A2 = %(fﬂFg(x)dx+fﬂFi2(x)dx):
=—[—ff(X)dX———kZ;ak ffz(x)dx—— Zn:

k=1
1f(prrf dx——f fofidx =
ff(x)dx 0

alors

Il s’ensuit
Formule 18.1.

n
2
f f (x)>?+k; aZ +b)

Lorsque n — oo, la somme S, devient alors la série de Fourier de f(x), d’ou 6, = 0 et
donc AZ = 0 et on obtient I’égalité de Bessel-Parseval

Formule 18.2 (Egalité de Bessel-Parseval).

- [ reo=3

Nlom

0

2
Z ak+b
k:
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Chapitre 19

Cas particulier et exemples

19.1 Fonctions paires et impaires

1. Si f(x) est une fonction paire (f(—x) = f(x) Yx € [0,x]) alors
1 (" 2 "
an = - f f(x)cos(nx)dx = = f f (x) cos(nx) dx
TJ_rx T Jo
by = lf f(x)sin(nx)dx =0
TJ-n

La série de Fourier correspondante ne contient que des termes en cos (et de terme
constante).

2. Si f(x) est une fonction impaire (f(—x) = —f(x) ¥x € [0,x] alors

0
2 (7. .
5[0 f(x)sin(nx) dx

dn

bn

La série de Fourier correspondante ne contient que des termes en sin.

19.2 Exemples de développements

Toutes les fonctions données ici sont définies sur [-, ] et prolongées par périodicité.

Example 19.1
Soit

a —-nm<x<0
f(x)_{,B O<x<nm
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Alors
1 0 T
ap = —fadx+f,8dx):a+,8
T\ -n 0
1( (° & 1
a, = p f acos(nx)dx+f,8cos(nx)dx :;(a0+,80):0
- 0
1 . T 1( « 0 3 n
bh = - asin(nx)dx+ [ Bsin(nx)dx|= —[—-—=cos(nx)] —=cos(nx)| |=
T\J-n 0 T n -7 N 0
B 1( )1[( 1) - O2 . sin pair
= A== —Z(@—pB)= sin impair
T n
d’ou
- a -7<x<0
1 2 1 _J B O<x<m
S(@=B)~~(a ﬁ)kZZK_lsm(zk Dx=1 4
=1 5 X=-m0,7
Example 19.2
Soit f(x) = x. Or f(x) est paire, donc a, = 0. On calcule by, :
bn:gf xsin(nx)dx:g(—icos(nx) +lf cos(nx)dx):
T Jo T n o NJo

_2 T n _E_ n+1
d’ou o1
o (1)KL | x x€]-nx[
ZkZ; " sin(kx) = 0 X=-mn
Example 19.3

Soit f(x) = |x|. f(X) est paire, donc b, = 0. Le terme constante vaut

2 T
ao=—f xdx =m
T Jo

et an
2 (7 2 ) 1 ("
an:—f xcos(nx)dx:—(ism(nx) ——f Sln(nX)dX)=
m Jo m\n o NJo
21 9 0 sin pair
= ——cos(nx)| =—[(-1)"-1]= 4 C
nn2 0o nh? ——  sinimpair
in
d’ou
R |
Xl==—-— ) ————cos(2k — 1)x
XI=3 nkZ;(Zk—l)z (k=1
R |
= 5‘;;(%-1)2
i 1 n
2k-12 8
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Example 19.4
Soit f(x) = x3 — nx. Cette fonction est impaire (donc ax =0). On a
2 (™ : 12(-1)
by = ;fo (x3—7r2x)sm(kx)dx= = (k3 )

d’ou

3 o, o (EDF
X°—7 X:ZTS'n(kX)
k=1

Par le théoréeme de Parseval il s’ensuit

%fﬂf(X)2=ib§ = ;Lﬂ(xe’—nzx)zdx:Z%
- k=1

k=1
d’ou
— 1 B n®
R
k=1
Example 19.5
Soit f(x) = cos(tx). f(x) est paire. On a
ap = Ef cos(tx)dx = Esin(tx) = Esin(nt)
7 Jo ot o nt
et
2 T
an=— f cos(tx)cos(nx)dx =
T Jo
= 1 f [cos((t — k)x) cos(nx) + cos((t + k)x)] dx =
T Jo
1 2t K
== o sin(nt)(-1)
d’ou

()"

cos(tx) = itsm( t)+—Z cos(kx) VX € [-pi,n]

Application : en posant x = 0 on obtient

T 1oL, k
sin(nt)_t+z(t—k t+k)( 2

k=1

On pose nit = X et on le développement en fractions simples de (sinX)™! :

1 1 <, .« 1 1
- - -1
sinX x+k§4( )(X—kﬂ+X+kﬂ)
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Chapitre 20

Fonctions périodiques de période T et
développement complexe

Soit ¢(x) définie sur [a,b] satisfaisant aux conditions de Dirichlet. On prolonge ¢ par
périodicité (la période est donc T = b—a). On note (x) la fonction prolongée. Considérons
Iintervalle x € |-, % | et posons p = £x, on a@(X) =%(5-p) avec p € [-7,7].

On peut maintenant développer en séries de Fourier la fonction ZE(ZT—ﬂp). Ona

2 b
ap = ?facp(x)dx
2 (P 2
a, = ?fago(x)cos(?kx)dx

2 (P %
bn = ?fago(x)sm(?kx)dx

Formule 20.1 (Développement complexe).

N — 2n . [2r
o(X) = > +kZ:;(akcos(T kx)+bksm(_|_ kx))

d’ou

20.1 Ecriture complexe

1

cos(akx) = 5(eiakx +e—iakx)
: 1, - ,
sin(akx) = > (elakx +e—|a/kx)

En utilisant ces formules on a
) 1 . - 1 . -
ay cos(akx) + by sin(akx) = = (ax — iby) glakx 4 > (bi+iby) giakx

———
Ak Bk

97



98 Fonctions périodiques de période T et développement complexe

et on obtient
L[ L 1 (P :
Ao = —fso(x)dx:—f @(x) [cos(akx) —isin(akx)] dxz_f‘p(x)e—lakxdx
T Ja T Ja 7).

b b
Bx = % fa () [cos(akx) — isin(akx)] dx:% fa o(X)e' ™ dx = A_y

Alors
a - : 0 _ o0 _ o0 _
()D(X) = ?0 + ZAkelakX +ZA_ke—|a’kX — AO + ZAkelakX + ZAke.Hakx
k=1 k:l k:l k=l
donc
Formule 20.2.

00 _ 1 b _
o(X) = Z Ake'¥X avec Ak:?f gD(X)e_'@XdX
a

k:—OO

En particuliersia=-retb=mona

N i 1 i .
QD(X): Z Akelkx avec Ak:ﬂf f(X)e—lkde

k:—OO

20.2 Convergence uniforme et vitesse de convergence

Théoréme 20.1. Soit f(x) périodique (2r) vérifiant les conditions de Dirichlet.

1. La série de Fourier de f(x) converge uniformément vers f(x) sur chaque intervalle
| c[-m,7]ou feCe(l).

2. La série de Fourier de f(x) (continue) converge uniformément V¥x si | = [-n, 7] et
f(—n*)=f(-n7).
Théoréme 20.2. Si f(x) satisfait les conditions de Dirichlet alors

k k
an|<- et by <=
|an] - |Bn| -

20.2.1 Conséquence : vitesse de convergence des coefficients de F

Si f(—n") = f(-n") et f(x) est dérivable sur ] -, n[ (elle est donc continue) et que f’
satisfait aux conditions de Dirichlet alors

Formule 20.3 (Vitesse de convergence des coefficients de Fourier).

K
lanl < = et |bn|§—2
n n
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20.2.2 Application

A I’aide de telles fonctions on peut obtenir (en utilisant le théoréme de Parseval) des
sommes se séries du type
o 1
2w
Example 20.1

Soit la fonction f(x) = x? (fonction paire). On a

2 (T 2
aoz—fxdx——2
T Jo 3

2 (7 2(1 5 .
—f x2 cos(nx) dx = —[—xzsm(nx)
T Jo wln

an

/4 2 T 4
- = i dx| = —=(-1)"
. nfo xsin(nx) x] n2( )

d’ou

:% Z( ol cos(nx) X € [-m,n]

(o]

f CCEE VIR LSS SO B

20.3 Systemes orthonormés complets

On généralise la notion de coefficient de Fourier a partir de systémes de fonctions
{Yo,¥1,...,¥n} définies sur [a,b] orthogonales deux a deux et autres que les fonctions trigo-
nométriques.

On peut représenter une fonction f(x) donnees, satisfaisant certaines conditions (de re-
gularité) a I’aide de y :

f (i) dx

f wk(x)dx
Example 20.2 Polyndmes de Legendre
Soit y = Px(X), [a,b] = [-1,1], ou Py est le polynéme de Legendre, défini par

f() =) cwnx) oi o
k=0

k=20 o
Kni(k—nik—2n)!

N
P() = > (-1)"
n=0

Quelque valeur :

-

-
Il
>

P, = %(3x2—1)
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Ona )
(¥m.yn) = fl Pm(X)Pn(X)dX = tindmn

oU Smn =1 sim=n et0 sinon.
Les polynémes sont orthogonaux avec

1 ) 2
ﬂn:IIPn(X)dX=m

Example 20.3 Polynémes d’Hermite
Soit Yy = e’/ 2Hy(x), [a,b] = R, ou Py est le polynéme de Hermite, défini par

dk 2
— — Kay2 - —
Ho=1 Hy(X)=(-1)"ex I (e X ) k=1,2,...
Quelque valeur
Ho = 1

Hi = 2X
H, = 2(2x2—1)

Ona .
('»l’m,wn):f e_szm(X)Hn(X)dX:Un5mn



