REGLE DE TRANSFORMATION STD-CANONIQUE (2) Choix d'une variable entrante : Choisir une colonne hors base r maximisant

canonique s standard ) o Yk -vj
max max les quotients caractéristiques duaux re (ke N IE = maX{‘X_ij [oj <O} } 1/3
s.c< se= S'il n'existe pas de variable entrante : STOP le dual est non borné et le primal sans
variables > 0 variables >0 solutions admissibles.
xeR:x=xT—x"xT,x 20 (3) Mise & jour de la base et du tableau : Pivoter autour de ¢, et retourner en (1).
min(f(x) = — max(—f(x)) PROGRAMME DUAL D’UN PL CANONIQUE
L A tout PL canonique On associe un programme dual
>—<:multiplier par - 1 .
Max z=cx Min w=yb
ax=b { ax<b sc Ax<b (PLP) sc yA>c (PLD)
-axs-b x>0 y=0
inéquation — équation : rajoute des var. d'écart s (s > 0) THEOREME DE DUALITE FAIBLE
ax<beoax+s=b ax2boax-s=b Soit x une solution admissible d’'un PL canonique et y une solution admissible de
x<b son dual, alors cx <yb
|"|Sb':’{x>_b THEOREME DE DUALITE FORTE
- Si un programme linéaire standard possede une solution optimale x de valeur z,
min z=t alors son dual posséde aussi une solution optimale y. De plus, z=w
minz =max{c],..,cnX} & {s.c t=cix ECART COMPLEMENTAIRES YEXp =0& YpXE =0
t>0 ALGO. DUAL — TABLEAUX PARTICULIERS
. ) Dual Admissible @ sur la derniére ligne
min t - = - -
minlxl o oy (cast> |x| non convexe X1 o 2 X1 o 2
s.ct= |x| s.c t<x Dual 0] & Sans [
non | & & || - solution | @ @ | .| =
EX:xj>-3eexjeR,—xF +x] <3 horné 0« admissible 0
! @ & |1
® changement de variable: = = # 1]«
X =xj+3 LA DUALITE
Tableau initial admissible admissible si les b; sont> 0 @ Probléme de maximisation: < | Probléme de minimisation
Variable x> § ++ | j* contrainte de type =
Dégénéré : un zéro dans les bj Variable x; = B < | j* contrainte de type =
. . Variable xj< 0 «+ | j* contrainte de type =
Tableau optimal : tous les bj et tous les cofits positifs i contrainte de type < « | Variable y; = 0
Primal non borné : une colonne entiérement négative i contrainte de type = < | Variabley; &
i# contrainte de type = <+ | Variabley; = 0

PHASE I - PRIMAL (on peut aussi rajouter un second membre(b) nul)
Données : Un tableau non admissible. Résultat : Un tableau admissible ou  REGLE DE BLAND : Lorsque plusieurs candidats sont susceptibles d'entrer ou de
un certificat d'absence de solutions admissibles. sortir de la base, les départager en choisissant toujours la variable x, ayant le plus
(1) Construire le PL auxiliaire et un tableau initial admissible : petit index .

= Introduire la variable auxiliaire xy dans toutes les contraintes ~ AJOUT DE CONTRAINTES : écrire la contrainte sous forme standard, écrire
I’expression a partir du tableau optimal et I'introduire dans le tableau optimal et le

vérifiant b; <0 , avec comme valeur = -1. .
rendre optimal.

= Ajouter la fonction objectif auxiliaire (3 maximiser) z =—x . SENSIBLITE DU MEMBRE DE DROITE :
*  Faire entrer xy dans la base en pivotant sur ;o ob la base reste optimale xp Xg z
—1
j=min{i| & =min{b; |b; <0} : pour 8B; > -

o . -1 -1 0 -1
(2) Résoudre le PL auxiliaire & I'aide de la phase Il de I'algorithme du Variation de la fonction B A B Bb
simplexe et en utilisant la regle de Bland. objectif : z'= Z+5- Vi

-1 -1 1 -1
Lo N . . ' B "A- B B

= Si z =0al'optimum, supprimer les colonnes de x, etde z ‘B D ‘B cgB b
et la ligne de 2 . Le tableau restant est admissible pour le probléme de SENSIBILITE DE LA FONCTION OBJECTIF C :
départ. La base reste optimale tant Xy xg z

*  Siz <0aloptimum, le probléme de départ n'admet pasde  que—yy =cgB 'N—-cy 20 Iy TT0] 51,
solutions admissibles. Pour variable hors base :
PHASE I - DUAL /, egB N=cy | O | V| 3B
Rajouter une derniére ligne au tableau = 0 partout sauf pour z=1.Ce tableau 8<-7j < cjje (—w,Cj_yJ]
est dual-admissible et on peut appliquer la phase ll-dual(avec la regle de L.
Bland) LES GRAPHES NON ORIENTES V(/V/=n) (/E|]=m) ¥ :E — P, (V) fct d’incidence.
PHASE II - PRIMAL Matrice d’adjacence : sommets- Matrice d’incidence : sommets-
Données : Un tableau admissible. Résultat : Un tableau optimal ou non sommets X1 arétes nXm
borné.

(1) Choix d'une colonne (variable) entrante : Choisir une colonne hors 1 siv; et v; sont adjacents L siv; et v; sont adjacents
base r ayant un colt marginal négatif re {ke N|-y; <0} b = b =
S'il n'existe pas de colonne entrante : STOP le tableau courant est optimal. 0 sinon 0 sinon

(2) Choix d'une colonne (variable) sortante : Choisir une ligne j
minimisant les quotients caractéristique

) B B . LES GRAPHES ORIENTES V(/V/=n) (JE|=m) ¥ :E -V xV fct d’incidence.
je ke d.,m| =min{——|a; > 0}} S'il n'existe pas de colonne Matrice d’adjacence : Matrice d’incidence :
(277 Qjy
sommets-sommets 1 X 1 sommets-arcs 1 X m

sortante : STOP le tableau courant est non borné. R .
Que pour les fleches qui

(3) Mise a jour de la base et du tableau : pivoter autour de «;,. etretourner oo 4ans I siv estlext initialdeec

en (1).

PHASE II - DUAL L si(y,vj)€E

Données : Un tableau dual-admissible. Résultat : Un tableau optimal ou un ;= bij=) —1 sivj estlext finalele ek
certificat d'absence de solutions admissibles. 0 sinon

(1) Choix d'une variable sortante : Choisir une ligne i avec f; <0, la 0 s
suon

variable basique xj avec j=o(i) quitte la base. S'il n'existe pas de

variable sortante : STOP le tableau courant est optimal. DEFINITIONS ET PROPRIETES
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Une aréte (un arc) dont les extrémités sont confondues est une boucle. Un
graphe simple est un graphe sans boucle ni arétes (arcs) multiples. Graphe
désignera un graphe simple fini. Si des boucles ou des arétes (arcs)
multiples sont autorisées, on parlera de graphe général ou de multigraphe.
Remarque : Deux arcs de sens opposés ne sont pas des arcs multiples !
Le rang de la matrice d'incidence sommets-arcs d'un digraphe sur n
sommets est inférieur ou égal a n-1.

G’ est un graphe partiel de G si G’ = (V;E’) avec E'cE . G estun sous-
graphe de G induit par W si G’ = (W;E(W)) ou

wcv et E(W) est I'ensemble des arétes (arcs) ayant leurs deux extrémités
dans W.

DEGRES

Soit G un multigraphe, le degré du sommet v, noté deg(v), est égal au
nombre d'arétes (d'arcs) incidentes a v.

Remarque. Si un sommet posséde une ou plusieurs boucles, chacune
apporte une contribution de 2 dans le calcul du degré de ce sommet. Soit G
un multigraphe orienté, le degrée extérieur du sommet v, noté

deg, (v) , est égal au nombre d'arcs issus de v. Similairement, le degre

intérieur du sommet v, noté deg_(v), est égal au nombre d'arcs se
terminant en v.

Proprieté : Dans tout graphe, la somme des degrés est un nombre pair.
CHAINES ET CYCLES

Une chaine est une suite alternée de sommets et d'arétes

ou u; € VVi, f; € EVietf; ={uj_,u;}Vi Un cycle est une chaine des les deux

extrémités sont confondues. Une chaine (un cycle) est elementaire si
chaque sommet y apparait au plus une fois. Une chaine (un cycle) est
simple si chaque aréte y apparait au plus une fois. La longueur d'une

chaine (d'un cycle) est le nombre d'arétes de la

chaine (du cycle).

CHEMINS ET CIRCUITS

Un chemin est une suite alternée de sommets et d'arcs

ou u; € VVi, f; € EVietf; ={uj,u;}Vi Un circuit est un chemin dont les deux

extrémités sont confondues.

CONNEXITE

Soit G = (V;E; ¥ ) un multigraphe (non orienté). On définit sur V une relation
de connexité C par

viCv; & soitvi =v; soit il existe une chaine entre vi et vj.

C est une relation d'équivalence : réflexive, symétrique, transitive.
CONNEXITE FORTE

) soit vi=v ;soit il existe un cheminde v; a v ;

iChvje ET un chemindev; a vj

NOMBRE CYCLOMATIQUE

Soit G un multigraphe avec n sommets, m arétes et p composantes
connexes. Le nombre cyclomatique v(G) de G est v(G) = m _n + p. Pour
tout multigraphe G, on av(G)>0 . De plus, v(G) = 0 si et seulement si G est

sans cycle.

THEOREMES

Soit G = (V;E; ¥ ) un multigraphe a n sommets. Les affir-

mations suivantes sont équivalentes. (a) G est un arbre.

(b) G est sans cycle et connexe. (c) G est sans cycle et comporte n _ 1
arétes. (d) G est connexe et comporte n _ 1 arétes. (e) G est sans boucle et
chaque paire de sommets est reliée par une et une seule chaine simple.
Tout arbre fini sur n>2 sommets posséde au moins deux

sommets pendants ou feuilles, c'est-a-dire deux sommets incidents a une
seule aréte.

Dans tout arbre fini sur n>2 sommets, on peut choisir

arbitrairement un sommet v1 et trouver une numérotation v2,.... ,vn des
sommets restants ainsi qu'une numeérotation €2,...,en des arétes telles que,

pour tout i 22, l'aréte ¢; ait pour extrémités le sommet v; et un sommet
v avec Jj<i

La matrice d'incidence sommets-arétes d'un arbre sur n

sommets a rang n-1

KRUSKAL

Trier, classer, etc...

PRIM

De voisins en voisins, prendre 'arete la plus petite.

CHAINE DE SECTION OPTIMALE

L'inf-section de C est définie comme la valeur minimale des poids des
arétes de C. La sup-section de C est définie comme la valeur maximale des
poids des arétes de C. Pour deux sommets i et j de G donnés, le probleme
de l'inf-section maximale consiste a déterminer la chaine d'inf-section
maximale reliant ces deux sommets. Réciproquement, le probleme de la
sup-section minimale consiste a déterminer une chaine de sup-section
minimale reliant ces deux sommets.

L'arbre recouvrant de poids maximum fournit des chaines d'inf-section maximale
entre toutes paires de sommets d'un graphe. L'arbre recouvrant de poids minimum
fournit des chaines de sup-section minimale entre toutes paires de sommets d'un 2/3
graphe. chaine de section

maximale=chaine d'inf-section maximale ;chaine de section minimale=chaine de sup-
section minimale.

PLUS COURTS CHEMINS — BELLMAN

Si C est un plus court chemin de s a t et si u appartient a ce plus court chemin, alors
les sous-chemins de s a u et de u a t sont également des plus courts chemins.

Si 4;...4, vérifient 4; <4 +c¢;; v jeE et si C est un chemin de s at pour lequel

Aj =i +cij v jec
alors C est un plus court chemin de s a t.
Algorithme : (1) On part d'un vecteur A initial défini par A; =0et 4 = pour tout

1S .

(2) On tient a jour une liste de candidats L contenant initialement le

sommet s.

(3) Tant que L est non vide, on retire un sommet de L, disons i, et, pour chacun des
successeurs jde i, onteste si 4; > 4 +¢;; . Sitel est le cas, on pose 4; =4 +¢;; et
on introduit j dans L (a moins qu'il n'y soit déja).

Théoréme :on retire de L le sommet d’étiquette minimale.

DIJKSTRA

Résultat :plus court chemin de s a i et le prédécesseur immédiat p(i) du somment i
dans un tel chemin

(1) A =0,4; =ooVi#s, p(i)= NULLVi,T =V

(2) Tantque T # ¢ faire

(2.1) Soit i le sommet de T de plus petite étiquette 4; (départager arbitrairement en
cas d'égalité).

(2.2) Si'un tel sommet n'existe pas (4; =«Vje I') : STOP, les sommets encore dans

T ne sont pas atteignables depuis s.

(2.3) Sinon, retirer i de T et pour tout successeur j de i encore dans T tester si

A; >4 +c;; auquel cas poser A; =4 +c; et p(j)=i.

Théoreme : le graphe G = (V;E) est sans circuit si et seulement si on peut attribuer a
chaque sommet i 2 V un nombre r(i), appelé le rang de i, tel que pour tout arc (i; j) €
E on ait r(i) < r(j).

ALGORITHME DU RANG

Données : Un graphe orienté G = (V;E) sans circuit.

Résultat : Pour tout sommet i € V, un rang r(i) minimal.

Mk=1,W=V

(2) Tant que W = ¢ faire

(2.1) Soit X I'ensemble des sommets sans prédécesseur du sous-graphe

Gy =(W,EW)) .

(2.2) Poser r(i) = k pour touti € X.

(2.3) PoserW =W\ Xetk=k + 1.

TRI TOPOLOGIQUE

Données : Un graphe orienté G = (V;E) sans circuit,|V| = n.

Résultat : Une numérotation v:V — {l,...,n} des sommets de G

compatible avec le rang.

Mk=1,W=V

(2) Tant que W # ¢ faire

(2.1) Soit i un sommet sans prédécesseur du sous-graphe

Gy =W,EW)) .

(2.2) Poser v(i)=k,wW =W \{i} et k=k+1.

PLUS COURTS CHEMINS DANS LES RESEAUX SANS CIRCUITS

Pour calculer un plus court chemin dans un réseau sans circuit, il suffit de numéroter
les sommets de maniére compatible avec le rang (en effectuant un tri topologique du
graphe) et de tester la condition d'optimalité en

parcourant les sommets dans I'ordre croissant de leur numéro. Le plus souvent cet
algorithme s'applique dans des réseaux possédant un seul sommet sans
prédécesseur, le probléme étant de trouver un plus court

chemin de ce sommet a tous les autres. Dans un tel cas, aprés avoir trié
topologiquement le graphe, on pose 4; =0

et pour k de 2anon calcul 4 =min{d; +c i | je Pred(k)}

APPLICATION A LA GESTION DE PROJET :LA METHODE DU CHEMIN CRITIQUE
Déterminer la durée minimale de réalisation d'un projet revient a calculer un plus long
chemin entre les sommets a et @ du graphe associé.

ALGORITHME DU CHEMIN CRITIQUE

Données : Un réseau R = (V;E; c) associé a un projet et dont les sommets ont été
numérotés de maniére compatible avec le rang (le sommet « a numéro 1 et le
sommet @ le numéro n).

Résultat : La durée minimale D du projet ainsi que, pour chaque tache i, la date J; de

début au plus t6t de la tache et la date ¢; de début au plus tard de cette méme
tache.
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(1) Récurrence en avangant dans le projet (calcul des dates de début au

plus t6t) 6 =0 Pour k =2 a n poser

S = max 1{9;+cyl= max {6;+d;}
jePred(k) jePred(k)

tard) D=6,, ¢,=0J,Pourk=n-1a1 poser

?r= min {®;—cgxl= min {@;—di}.
Jje&Suce(k) JjeSuce(k)

TRANSBORDEMENT
s :source bj <0
p:puits bi>0

t : transbordement b =0

1. Construction de réseau auxiliaire
Source « centrale » : k

Rajouter (s,k),cgk =1 sin’existe pas déja

Rajouter (k,p), ¢kp =1 sin’existe pas déja

Les autres cij = 0
2. Construction de I’arbre solution initiale admissible
{(1,k)|isommet source} U {(k, j) | j sommet puits}
U {arc supplémentaire pour rendre |'arbre couvrant} }

Calcul des solutions primales et duales = nouveau graphe

Solutions primales :
prendre un noeud pendant

o Lo

Xjj = bj (incident sur j)
Xji = —bj (sortant de j)
bj =bj +bj

enlever noeud

Solutions duales :
pour unie V arbitraire y; =0

Yi=viEcj (+:incident sur j; - sortant de j)
4. Tantque zgyx #0 :

e Choisir arc entrant :
Dans I’ordre lexicographique, trouver le premier arc qui viole la
contrainte de dualité :

Yj—Yi ¢

S’il n’en existe pas, STOP, les solutions actuelles sont optimales.

o Choisir arc sortant :
Créer cycle avec arc entrant :

blablabla

TERMINOLOGIE

Une tache i est critique si d; = ¢; . Tout retard dans I'exécution d'une tache critique se

répercute en un accroissement de la durée totale de réalisation du projet. 3/3
Un chemin critique est un chemin du sommet a (début des travaux) au sommet @

(2) Récurrence en reculant dans le projet (calcul des dates de début au plus (fin des travaux) composé uniquement de taches critiques. La longueur d'un chemin

critique correspond a la durée minimale nécessaire
a la réalisation du projet.

Cc= ct, arcs dirigés dans le méme sens qu'arc entrant
C™, arcs dirigés dans le sens opposé qu'arc entrant
Arc sortant serra déterminé par:
A=min{xy]|(k,))e C"}
S’il n’en existe pas, STOP, le réseau posséde un circuit a cott

négatif et le probléme n’a pas d’optimum fini.

e Mettre a jour les variables :
= Primale :

xjj +A.si(i.j)e CT
Xjj =9 xjj—A,si(i,))e Cc
Xij si(i,j)e C

= Duales :

Soit (u, v) 'arc entrant. Retirer temporairement I'arc sortant.

Ty =arbre contenant le noeud u.
Ty =arbre contenant le noeud v
Seulsles y e Ty changent:y’ =y-¢

,
€=Yv—Yu —Cuv

1. Retirer les arcs artificiels et rétablir le cott unitaire initial des

arcs.
2. Calculer les solutions duales

Attention : considérer les arcs de I’arbre solution
3. Itérer
e Recherche arc entrant :

S’il n’en existe pas, STOP, les solutions actuelles sont optimales.

e Recherche arc sortant :
S’il n’en existe pas, STOP, le réseau posséde un circuit a cotit
négatif et le probléme n’a pas d’optimum fini.

e Mis a jour des variables.
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