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1 Programmation linéaire

Forme canonique

n
Maxz = Z Cjxj probleme de maximisation
=1
n
S.C. zlaijxj <bj, i=1,...,m contraintes X"
]:
Xj >0, j=1,...,n variables>0

Forme standard

n

Maxz = chxj probléme de maximisation
=
n
s.C. ajxj=b;, i=1,...,m contraintes ="
J:
Xj >0, j=1,...,n variables>0

On passe de la forme canonique a la forme standard en rajaletsvariables d'écarts.

1.1 Regles de transformation
Minimisation < Maximisation min(z) = max—2)
Inéquationsax>b < (—a)x< (=b)

ax<hb

Equation = Inéquation ax=b < { _ax< b

ax<b<ax+s=b,s>0
ax>bs —ax+s=—-b,s>0

X =x—b
X >0

Inéquation = Equation

Variable bornée inférieurementx > b < {

Variable réelle = variable non négative
XxeER=x=x"—x", avecx',x >0

1.2 Reégles de dualisation

Maximum / Minimum

minz=t
s.c.cx+di—t<0
teR

minz=max{cix+di,...,chx+dn} <
Valeurs absolues (fonction objectif)

min z=t

minz= x| & { s.c. x—t<0,

—x—t<0, t>0

x+a<b

.C. <
Valeurs absolues (scDxHafb(:»{ xta<b

Attention :|x| > b n’est pas linéaire !

Probléme de maximisation «—— Probléme de minimisation . . . )
- - - Si un programme linéaire primalrevariables
Variablex; >0 — € contrainte de type> . e
. ‘e . et m contraintes, alors le programme linéaire
Variablex; € R — j€ contrainte de type= ) g
B ‘o ; dual am variables etn contraintes. Les va-
Variablex; <0 — j€ contrainte de typec . ) L
= - - riables basiques du programme linéaire dual
i€ contrainte de typec — Variabley; > 0 L .
e ) . sont associées aux variables hors base du pro-
i€ contrainte de type- — Variabley; € R ramme linéaire primal
i€ contrainte de type — Variabley; <0 9 P

1.3 Théoréeme des écarts complémentaires

Soitx une solution admissible d’un PL Etcelle de son dual. Ces deux solutions sont optimales si :

Ai <biZajxj> =0Vi et <Z)\iaijj> XJ:OVj
] T

1.4 Dictionnaires (aussi appelés tableaux)

On construit le dictionnaire en partant du P.L. standard :

maxz= CpXp
S.C. Axp+Ixe=b
Xp,Xg > 0

1Ce résumé est une version modifiéeRiecherche Opérationneliécrit parFrangois Bochatay & Christina Hauensteiti contient aussi des parties de

zZ= 0 —Cp
Xg = b A

Formulaire de Recherche Opérationnedlerit parArnaud ZufferyUn grand merci & tous pour avoir écrit et distribué ces denim
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Le dictionnaire associé & une basde Ax= b est On aun tableau :

— Primal admissible si la colonne & ;

— Dual admissiblesi la ligney & ;

— Primal non-borné si une colonnexs etyy —;

— Dual non-bornési une ligneoy;® et la solutionB; —;

— Primal dégénérési une variable de base primale vaut O ;
— Dual dégénérési une variable de base duale vaut O;
Optimal si le tableau est primal et dual admissible.
Oud >0, ©e<0, —<0, +<>0

—XN
—Ww=CsB N—ocy

z=| z=cgB b

xg=| B=B1b a=B"IN

Aveczp =cgB~ b, —yn =B IN—cy,
B=B eta=B"IN

1.5 Algorithme du Simplexe

Tout d'abord, il faut formuler le probléme de dépsous forme canonique, puis standardDe la forme standard, I'on construit
le tableau initial correspondant.

Si le tableau initial est admissible, on passe directemdatphase Il ; autrement il faut effectuer la phase | pour leren
admissible avant de passer a la phase II.

Regle de Bland. Lorsque plusieurs candidats sont susceptibles d’entredeosortir de la base, les départager en choisiss
toujours la variabley ayant le plus petit indic&.

1.5.1 Pivotage dans un dictionnaire

Pivotage autour da:
1. Remplacer le pivaa(# 0) par 1/a;
2. Diviser les autres éléments de la ligne du pivot paat

4. Echanger la variable associée a la ligne du pivot avee c
associée a la colonnes du pivot;;

¢ —Xi Xj
ceux de la colonne du pivot para; ¢ a |l - X T 1
| a
3. Pour les autres éléments utiliserégle du rectangle f d f— % _%

1.5.2 Algorithme du Simplexe (Phase I)

Donnée: Un tableau non-admissible.
Résultat: Un tableau admissible ou non-borné.

1. Construction d’un probléme auxiliaire :
(a) Introduire la variable artificiell& dans le tableau valartl pour toutes les contraintes vérifight< 0 (0 sinon).

(b) Ajouter la fonction objectif auxiliaire (& maximisez)= —xo.
(c) Faire entrexy dans la base en pivotant dans une Iigr@{i ’bi = k‘rRinO(bk) }
<

2. Résoudre le P.L. auxiliaire & I'aide de la phase Il de dathme du simplexe et en utilisant la régle de Bland.
Aprés résolution :
— SiZ =0, supprimer la colonne dg et la ligne deZ. Le tableau initial est maintenant admissible.
— SiZ <0, le probléme de départ n'admet pas de solutions admissible

1.5.3 Algorithme du Simplexe (Phase II)

Donnée: Tableau primal admissible.
Résultat: Tableau optimal ou non-borné.

1. Choix du pivot :
Colonne j: —y; négatif (+ régle de Bland si le tableau est dégénéré).
S'’il nexiste pas de colonne ayant un co(t margial nég&TicP, le tableau est optimal.
Ligner: min (uﬁ—l‘l) poura;j; > 0 (quotient caractéristique ; en cas d'égalité, on prenddr(m; )).
Si une telle ligne n'existe pasSTCP, la tableau est non-borné.

2. Pivoter autour de; et retourner au point 1.
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1.5.4 Algorithme Dual du Simplexe (Phase II)

Donnée: Tableau dual admissible.
Résultat: Tableau optimal ou certificat d’abscence de solution asitriiss.

1. Choix du pivot :
Ligner: B <0 etregle de Bland. Si une telle ligne n'existe p&3CP, la tableau est optimal.

Colonnej: max(;—??) pour ajj < 0 (quotient caractéristique dual) Si une telle colonne istexpas STCP, le tableau est
non-borné et le primal sans solution admissible.
2. Pivoter autour de; et retourner au point 1.

1.6 Analyse de sensibilité
1.6.1 Sensibilité du membre de droite
Dans quel intervall®; peut varier |6 coefficient def sans que la base optimale ne change ?
&8 1> -p

ou E)*l est la colonne correspondant &9&¢variable d'écart du systéme.
La nouvelle solution optimale en fonction bec [B; & &] est donnée par

Bl Xi n
b= : x=| : | =B i:ZAibi:»z’e[z‘+6i)\i]
Bn X =
ot B! est la matrice correspondant aux variables d’écart.
Exemple : Soit le PL standard et dictionnaire optimal : La base optimale e& = (at,a?,a%) et son inverse est
max z=40;+ 1200
s.C. 10+ 206+ x3= 1100 15 -1 0
X1+ A+ x= 160 Bl=| -1/20 172 0
X1+ X+ Xs= 100 -3/20 1/2 1
X >0, Vi
X X4 Si on modifie la 1ére composante lolen a :
z= | 54000| 20 200
X1 = 60 1/5 -1 1/5 60
Xp = 25 -1/20 1/2 6| -1/20 | >—| 25 | & d€[-300;100
X5 = 60 -3/20 1/2 -3/20 60

Ainsi la baseB reste optimale tant que la premiere composanterdste dans I'intervallgl 100— 300; 1106+ 100 = [800; 1200).

1.6.2 Sensibilité de la fonction objectif
Dans quelle mesure peut-on modifiete i¥™e coefficient de la fonction objectif sans que la base optimalehange ?

~W=eB IN-cy>0 & d&yi>—(z-6) et Z=7+dyo

ouH est la matrice des variables hors base.
Exemple (suite) : la variablg; est la premiére variable dans la base. Si on modifie son deeffidans la fonction objectif
(actuellement 400) d’'une quanti®la baseB reste optimale tant que

{ dy13 > — (23— C3) @{ 5(1/5) > —20

By15 > — (24— Ca) 5(—1) > —200 < 8€[-100:200

Ainsi B reste optimale tant que le coefficientxdedans la fonction objectif reste dans I'interval®0— 100; 400+ 200 = [300; 60Q.
Pour tout point dans cet intervalle, la solution optimal&hange pas, mais la valeur de cette solution optimal2 est* + dy;o.
Comme icir = 1 (x; est la 1ere variable de base), od & z* + dy19 = 54000+ 60d.

20n peut retrouveB ! visuellement dans le dictionnaire en prenant les coloneswariables d'écarts (&, X4 etxs) :
— Silavariable est hors-base (igj etx4) on recopie la colonne correspondante du dicionnaire ; ‘
— Sielle estdans la base (ig) on lui associe la colonne de la matrice identité correspoteda sa place dans la base (€D 1) carxs est la 3™colonne).
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1.6.3 Ajout de contrainte

Pour ajouter une contrainte dans un tableau optimal, illfexprimer en fonction des variables dans la base optimbfaut
de plus faire entrer la nouvelle variable d’écart dans l&bgsfin, il faut ré-appliquer I'algorithme du simplexe sceésaire pour
obtenir le nouveau tableau optimal.

Exemple (suite et fin) : si on veut rajouter la contrainte | Ainsi

1
— 360 3% — Bxy = —20+
3 + 8% < 360 *e ¥~ S Tt

. . . i ) On rajoute la contrainte au dictionnaire :
On introduit une nouvelle variable d’écag, pour obtenir

—X3 —X4
31 + 8% + X = 360 7— 54000 0 500 Le nouveau
B 50 5 T tableau n'est
Cette équation correspond a la nouvelle ligne dans le|dic- X = ; plus optimal
tionnaire optimal. Maintenant il faut exprimeg en fonction des X2 = 25 '1520 1;2 mais reste dual-
variables hors base. Du dictionnaire optimal on tire : X=| 60 -3/20 12 admissible !
Xs=| -20 | -1/5 -1
1 1
X1 = 60— Xt X et X =25+ 2078 5% Déterminer le nouvel optimum avec I'algo dual du simplexe.

2 Théories des graphes

— GrapheG = (V,E,$) : (sommets, arétes/arcs, fonction — Chaine : suite alternée sommets/arétes.

d'incidence). — Elémentaire : chaque sommet apparait au plus une f
— Graphe orienté (réseau) => arcs ; Graphe non orienté => — Simple : chaque aréte apparait au plus une fois
arétes. — Chemin : suite alternée sommets/arcs

— Arétes/Arcs incidents @ : toutes les arétes/arcs qui sont
connectés a.

— Graphe simple = sans boucles (sur lui-mémg ni
arétes/arcs multiples.

— Multigraphe = avec boucles et/ou arétes/arcs multiples.

— Degré : degv) = nombre d’arétes/arcs incidents.a
— degré extérieur : dedv)(«— e —)
— degré intérieur : degVv)(— e <)

— Cycle : chaine dont les extrémités sont confondues

— Arbre : multigraphe non orienté sans cycle et connexe

— Forét : ensemble d’arbres non reliés entre eux

— Connexité : on peut atteindre n’importe quel sommet

— Connexité forte : connexité + les deux sens de circulati
existent.

— Nombre cylcomatique m— n+ p (m arétesh sommets,
p composantes connexes)

2.1 Matrice d’adjacence et d'incidence d'un graphe ayanh sommets etm arétes

2.1.1 Graphe simple non orienté 2.1.2 Graphe simple orienté

Matrice d’adjacence sommets-sommBté x n) : Matrice d’adjacence sommets-sommBt& x n) :

b”_:{ 1 si(v,vj) €E

0 sinon

b 1 siv; etv; sont adjacents
171 0 sinon

Matrice d'incidence sommets-arétd@gn x m) : Matrice d'incidence sommets-arétagn x m) :

—1 siv estI'extrémité initiale de;

aij = { (1) Sivi est incident & aj = 1 sivy; est'extrémité finale de;
sinon 0 sinon
2.2 Probleme de I'arbre recouvrant de poids minimum
2.2.1 Algorithme de Kruskal
Donnée: Un graphe connexe avec pondératiani) des arétes Exemple :
Résultat: Un arbre recouvrant de poids total minimal(may. K & cle) | €T
1. Numéroter les arétes par ordre croissees{. décroissajt 11{w, vz} | 1 u
en fonction de leurs poids. 2 | {vavs} | 1 O
. . A 3 {Vl, Vo } 2 0
2. Partir d’'un arbre solution vide.

3. Sieg ne forme pas de cycle, I'ajouter a I'arbre solution. Pour obtenir I'arbre recouvrant, trier dans I'ordre déssant.

3Si un sommet posséde une ou plusieures boucles, chacureeappe contribution de 2 dans le calcul du degré de ce sommet.
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2.2.2 Algorithme de Prim
Donnée: Un graphe connexe avec pondératieni) des arétes.
Résultat: Un arbre recouvrant de poids total minimal.

1. Partir d’'un arbre solution vide.

2. Choisir arbitrairement un sommet.

3. Choisir I'aréte la plus économique pour rejoindre un s@npas encore visité depuis un sommet déja présent daneel’a
solution. Ajouter cette aréte a I'arbre solution.

2.3 Probleme de plus courts chemins

Remarque : la longueur d’'un chem#inombre d’arcs, mais = some des poids des arcs!!!

Principe d’optimalité de Bellman. Un plus court chemin est formé de plus courts chemins.

2.3.1 Algorithme générique

Algorithme générique du plus court chemin d’'un sommet-s®K) a tous les autres :
1. On part d'un vecteuk initial : A\s=0 etAj = o Vi#s
2. Ontient a jour une liste de candidatsinitialementlL = {vs}

3. Tant que. # 0 on retire le sommatdel et on teste ses successejrs
SiAj > Aj +Gj , 0N pose\j = A +Gjj et on introduitj dansL

Exemple (sens de travaik—) :
Itération | Candidatd. | EtiquettesA | Sommet retiré dé
0 {vi} (0,00, 0, ) -
1 {v2,v3} (0,3, 1,0) V1 Vi
2 {vs,va} 0,3,1,5) Va
5 0 ©,2,1,4) Vo

2.3.2 Algorithme de Dijkstra
Donnée: Réseau connexe avec pondération non-négative des arcs.
Résultat: Plus court chemin des av; ainsi que le prédécesseprdu sommet.
1. As=0, Ai=cVi#£s p=NLLYi, T=V
2. Tant queT # O faire :
(a) Soiti le sommet dd de plus petite étiquetts,.
(b) Siun tel sommet n'existe pakij(= o Vj € T) : STOP (les sommets restants ne sont pas atteignable dgpuis
(c) Sinon retireli deT et pour tout succeseujsdei encore dand :
SiAj > Aj+Gij, on pose\j = A +Gj etp(j) =i
Exemple (méme graphe que précédent) :

Itér. | i min | Etiquette); / prédécesseyp(i) T
0 - O/null | co/null | co/null | co/null | { vi, Vo, V3, Vs }
1 V1 O/null | 3Mq 1Ny | co/null {vo,v3,vs}
2 V3 2/V3 l/Vl 4/V3 { Vo2, V4 }
3 Vo 2/V3 4/V3 { V4}
4 Vg 4/V3 0

2.3.3 Graphes acycliques (sans-circuit)

Un graphe acyclique (sans-circuit) posséde au moins un gbisBNs prédécesseur, et au moins un sommet sans sucdgsse]
graphe est acyclique si et seulement si on peut attribueaguehsommetun nombrer (i), appelé rang, tel que pour tout arc reliar
i ajonaitr(i) plus petit que (j).
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2.3.4 Algorithme du rang 2.3.5 Tritopologique

Donnée: Un graphe orienté acyclique.
Résultat: Numérotation des sommets compatible avec le rani
1. k=1, W=V
2. Tant quew # 0 faire
(a) Soiti un sommet sans prédécesseurs

(b) Posew; =Kk, retirer le sommet du graphe
W=W-—{i}), k=k+1.

Donnée: Un graphe orienté acyclique.
Résultat: ¥ sommet un rangr (i) minimal.

1. k=1.
2. On prend les sommets sans prédécesseurs : reng =
3. On élimine tous les sommets sans prédécesseurs.

4. k=k+1; retourner a 2.

2.3.6 Plus courts chemins dans les réseaux sans circuit

1. Tritopologique du graphe : sommet.1n
2. Ai=0etpourk=1...non calculehy = min{Aj +ci|j € Predk)}

2.3.7 Application a la gestion de projet (méthode du cheminrtique)

On considere un projet complexe (taches et ordre défini)hercbe une planification optimale minimisant la durée éotal

Le probleme doit étre modélisé par un réseau : les sommetssayient les taches, les arcs les contraintes de préeéeletne
deux taches. Le poids de I'arc sortant équivaut a la duréa tehe. On ajoute des sommet&e durée nulle et sans prédécessel
représentant le début des travauxpdtie durée nulle et sans successeur) représentant la firadasxr

On cherche maintenant le plus long chemin eategt w, on utilise pour ce faire I'algorithme du chemin critique.

Algorithme du chemin critique
Donnée: Réseau associé au projet trié topologiqguement
Résultat: Durée minimaleD du projet et pour chaque tachea dated; de début au plus t6t es sa ddtede début au plus tard.

1. Calcul des dated de début au plus tét (phase avancant)
(a) Posed; =0

(b) Pourj=2...nposerd; = max (§+¢j)=_max (&+d)
icPred ) icPredj)

(c) PoseD = 5,
2. Calcul des dates de début au plus tard (phase arriére)
(a) Posep,=D
(b) Pourj=n-1...1posempj= min (px—Cj)= min (¢px—dj)= min (¢)—dj

keSucqj) keSucqj) keSucqj)
Exemple :
Téache| Description Durée | Préd.
A Choix stations 2 -
B Accord administratif 4 A
C Commande décodeurs| 3 B
D Installation antennes 2 B
E Installation décodeurs 10 C,D
F Modification facturation| 4 B
Tache |a | A B C|D| E F W
N° K 112 3 4150 6 | 7 8 - Unetache est critique ¢i = &; (un retard dans
Duréedy | 0 | 2 ] 3121 10 | 4 0 la tache impliqqe un retard du projet). .
Préd.( | - | o A BIB|CD| B EF - Le chen)ln crlthue ‘ﬁ_f’ w) est le chemin
5 oo 5 616 9 6 |19 (=D) composé de taches cr{thugs_. )
K - La longueur du chemin critique est la durée
Succ.k) |A|B|CDFIE|E| w | w - minimale du projet.
Oy — 00 2 6|7 9 15 19
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2.4 Probléme du transbordement
2.4.1 Définitions

— Soit un graphe orienté connefe= (V,E). Soitb une pondération des sommets représentant les offres (dosooree,—)
et les demandes (sommet puits). Soitc une pondération des arcs représentant les codts unitaitdsation des arcs. La
solution basique linéaire du probléemes est I'arbre maxuomaiéseau.

— Un grapheG = (V, E) est biparti s'il existe une partition de ses sommes en deserehles/; etV; telle que toute arétg, j)
deE ait une extrémité dang, et I'autre dand/,.

— LorsqueG est un graphe biparti complet, chaque sommet source étendteus les sommets puits, on parle de probleme
transport.

— Si, dans un probléme de transport, il y a autant de sommatsesgue de sommets puits et que toutes les offres et
demandes sont égales a 1, on parle de probleme d’affectation

2.4.2 Lalgorithme graphique du Simplexe dans les réseauyphase Il primale)
Donnée: Un réseau connexe = (V, E, b, c) avec une solution-arbre admissifile= (V,Er).
Résultat: Un flot x de codt total minimum ou la preuve qu’un tel flot n’existe pas.

1. Calcul des solutions primaleet dualey associées &.

2. Recherche d'un arc entrant, s'il n’en existe pasS¥eP : solution optimale.
3. Recherche d'un arc sortant, s'il n’en existe pasS¥eP : pas d’optimum fini.
4

. Mise & jour de la solution-arbre et retour au point 1.

2.4.3 Calcul d’'une solution-arbre admissible (phase I)

Lorsque gu’une solution-arbre initiale admissible n’ezss ponnue ou facile a déterminer, il faut recouvrir a une @hadn va
définir un probléme auxiliaire

— possédant toujours des solutions admissibles.

— possédant toujours un optimum fini.

— possédant un optimum fini si et seulement si le probléme pardposséde au moins une solution admissible.

2.4.4 Construction du probléme auxiliaire et d’'une solutia initiale admissible
Donnée: Un résealR = (V, E,b,c) connexe.
Résultat: Un résealR = (V,E’, b,c) et une solution-arbré’ = (V,E;) admissible pouR'
1. Posec; = 0 pour tout(i, j) € E.
2. Choisir un sommet source, disdns

3. Relier chaque sommet souricg# k) ak par un arc artificieli(k) de poidscj = 1 (si il existe déja un arc deak dansR ne
pas le rajouter).

4. Relierk a chague sommet puifspar un arc artificiel K, j)de poidsw:;j =1 (si il existe déja un arc dea j dansR ne pas le
rajouter).

5. PosefE; = {(i,k)|i sommet sourceU {(k, j)|j sommet puit} et complételE; jusqu’a obtenir un arbre maximal (si néceg
saire).

2.4.5 Calcul de la solution primale associée & = (V, Er)

Donnée: Un réseau connex@ = (V, E, b, c) (b = pond.des sommets= pond.des arcs) et une solution-arfire- (V,Er).
Résultat: Le flotx: E — R, associé & (etz= 3 cjjx;).

1. Tant qugEr| > 1 faire
(a) Trouver un sommet pendaptle T. Soite le seul arc incident averdansT eti l'autre extrémité de.
(b) Sie= (i, ]) poserxj = bj, sinon posekj; = —b;.
(c) Posety = b; +b;.
(d) RetireredeEr : Er = Er\{e}.

2. lireste un seul arc dafis;, disons(i, j), poserxj = b;.
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2.4.6 Calcul de la solution duale associéeTa= (V,Er)
Donnée: Un réseau connexe = (V, E, b, c) et une solution-arbré = (V,Er).
Résultat: Les prix duauxy:V — R associés & etw= 3y byy; =z
1. Choisir arbitrairemenite V et posety; = 0 etW =V\{i}.
2. Tant queN # 0 faire
(a) Trouver un are € Ey avec une extrémité dansw et une extrémité dansw =V\W-
(b) Sie=(i,]) posery; =y +Gj, sinon posey; =; — Gjj.
(c) Retirerj deW :W =W\{j}.

2.4.7 Recherche d'un arc entrant
Donnée: Une solution-arbre admissible= (V, Et) ainsi que les solutions primalg)(et duale ¥) associées.
Résultat: Un arc entrant dans la base.

1. On passe en revue les afes) ¢ Et (hors base) dans I'ordre lexicographique et on teste poarwhd’eux si la contrainte
duale associég —yi < ¢jj est satisfaite ou non.

2. Siune contrainte violée est trouvBECP : I'arc e = (i, j) va entrer dans la base.
3. Sitoutes les contraintes sont satisfaites, la solutitmedie est optimale.

2.4.8 Recherche d’'un arc sortant

Si on ajoute a la solution-arbre actuelle I'arc enta#t (i, j), on forme un cycle uniqué. Utilisant I'orientation de(i, j) pour
définir le sens de parcours Geon divise les arcs d& en 2 ensembles disjoin®&" (méme orientation df, j)) etC~.

1. SiC- =0STOP: il ny a pas d’optimum fini.

2. Sinon soitA = min{xq|(k,l) € C~} etsun arc pour lequel le minimum est atteint. L'arquitte la base.

2.4.9 Mise ajour des solutions

1. La nouvelle solution-arbre est donnée Rar= Er U {e}\{s}.
2. Lasolution basique primale ne change que sur les arCs de

Xj =%j+4 si(i,j)eCt
Xj=xXj—A si(i,j)eC”
Xij = Xj si(i,j) ¢C

3. La solution basique duale ne change que de la maniérengeliva

Xij =

Yd=Yd+¢€

oud est le sommet commun entre les agat s, et

s

Si la solution basique primale est dégénéré, c-a-d s'itexiss arcs darsr le long desquels des quantités nulles sont transp
tées, il y arisque de cyclage. Pour éviter cela, recouroaségle de Bland graphique :

— Tester les arcs dans I'ordre lexicographique et fairesefferpremier arc dont la contrainte duale associée esteviolé

— Sila quantité\ est transportée le long de plusieurs arc€defaire sortir I'arc le plus petit dans 'ordre lexicograpbe.

~Yd+Ya+tCad Sie=(ad)ets=
Ya—VYd—Cda Sie=(d,a)ets=

2.4.10 Dégénérescence

2.5 Remarques

— Le colt de l'ard(i, j) peut varier dans l'intervalle; j > y; —y; sans que la base optimale change.
— Si on modifie le colt de I'arg, j), pour avoir la nouvelle solution il faut calculer les nodgslvaleures dualeg et vérifier
que les contraintes duales ne soit pas violées.
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