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1 Programmation linéaire

Forme canonique

Max z =
n

∑
j=1

c jx j problème de maximisation

s.c.
n

∑
j=1

ai j x j ≤ bi , i = 1, . . . ,m contraintes "≤"

x j ≥ 0, j = 1, . . . ,n variables≥ 0

Forme standard

Max z =
n

∑
j=1

c jx j problème de maximisation

s.c.
n

∑
j=1

ai j x j = bi , i = 1, . . . ,m contraintes "="

x j ≥ 0, j = 1, . . . ,n variables≥ 0

On passe de la forme canonique à la forme standard en rajoutant des variables d’écarts.

1.1 Règles de transformation

Minimisation ⇔Maximisation min(z) = max(−z)

Inéquationsax≥ b ⇔ (−a)x≤ (−b)

Équation⇒ Inéquation ax= b⇔

{

ax≤ b
−ax≤−b

Inéquation⇒ Équation
ax≤ b⇔ ax+s= b, s≥ 0
ax≥ b⇔−ax+s=−b, s≥ 0

Variable bornée inférieurement x≥ b⇔

{

x′ = x−b
x′ ≥ 0

Variable réelle⇒ variable non négative

x∈ R⇒ x = x+−x−, avecx+,x− ≥ 0

Maximum / Minimum

min z= max{c1x+d1, . . . ,cnx+dn} ⇔







min z= t
s.c.cix+di− t ≤ 0

t ∈ R

Valeurs absolues (fonction objectif)

minz= |x| ⇔

{

min z= t
s.c. x− t ≤ 0, −x− t ≤ 0, t ≥ 0

Valeurs absolues (s.c.)|x|+a≤ b⇔

{

x+a≤ b
−x+a≤ b

Attention :|x| ≥ b n’est pas linéaire !

1.2 Règles de dualisation

Problème de maximisation ←→ Problème de minimisation
Variablex j ≥ 0 ←→ je contrainte de type≥
Variablex j ∈R ←→ je contrainte de type=
Variablex j ≤ 0 ←→ je contrainte de type≤

ie contrainte de type≤ ←→ Variableyi ≥ 0
ie contrainte de type= ←→ Variableyi ∈R

ie contrainte de type≥ ←→ Variableyi ≤ 0

Si un programme linéaire primal an variables
et m contraintes, alors le programme linéaire
dual am variables etn contraintes. Les va-
riables basiques du programme linéaire dual
sont associées aux variables hors base du pro-
gramme linéaire primal.

1.3 Théorème des écarts complémentaires

Soitx une solution admissible d’un PL etλ celle de son dual. Ces deux solutions sont optimales si :

λi

(

bi −∑
j

ai j x j

)

= 0 ∀i et

(

∑
i

λiai j −c j

)

x j = 0 ∀ j

1.4 Dictionnaires (aussi appelés tableaux)

On construit le dictionnaire en partant du P.L. standard :

maxz= cDxD

s.c. AxD + IxE = b
xD,xE ≥ 0

−xD

z= 0 −cD

xE = b A

1Ce résumé est une version modifiée deRecherche Opérationnelleécrit parFrançois Bochatay & Christina Hauenstein. Il contient aussi des parties de
Formulaire de Recherche Opérationnelleécrit parArnaud Zuffery. Un grand merci à tous pour avoir écrit et distribué ces documents.
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Le dictionnaire associé à une baseB deAx= b est

−xN

z= z0 = cBB−1b −γN = cBB−1N−cN

xB = β = B−1b α = B−1N

Avecz0 = cBB−1b, −γN = cBB−1N−cN,
β = B−1b et α = B−1N

On a un tableau :
– Primal admissible si la colonneβ ⊕ ;
– Dual admissiblesi la ligneγ ⊕ ;
– Primal non-borné si une colonneαix⊖ et γx − ;
– Dual non-bornési une ligneαx j⊕ et la solutionβ j − ;
– Primal dégénérési une variable de base primale vaut 0 ;
– Dual dégénérési une variable de base duale vaut 0 ;
– Optimal si le tableau est primal et dual admissible.

Où⊕⇔≥ 0, ⊖⇔≤ 0, −⇔< 0, +⇔> 0

1.5 Algorithme du Simplexe

Tout d’abord, il faut formuler le problème de départsous forme canonique, puis standard. De la forme standard, l’on construit
le tableau initial correspondant.

Si le tableau initial est admissible, on passe directement àla phase II ; autrement il faut effectuer la phase I pour le rendre
admissible avant de passer à la phase II.

Règle de Bland. Lorsque plusieurs candidats sont susceptibles d’entrer oude sortir de la base, les départager en choisissant
toujours la variablexk ayant le plus petit indicek.

1.5.1 Pivotage dans un dictionnaire

Pivotage autour dea :

1. Remplacer le pivota(6= 0) par 1/a ;

2. Diviser les autres éléments de la ligne du pivot para et
ceux de la colonne du pivot par−a ;

3. Pour les autres éléments utiliser larègle du rectangle;

4. Echanger la variable associée à la ligne du pivot avec celle
associée à la colonnes du pivot ;

−xi x j

x j c a → xi
c
a

1
a

f d f − cd
a −d

a

1.5.2 Algorithme du Simplexe (Phase I)

Donnée: Un tableau non-admissible.
Résultat : Un tableau admissible ou non-borné.

1. Construction d’un problème auxiliaire :

(a) Introduire la variable artificiellex0 dans le tableau valant−1 pour toutes les contraintes vérifiantβi < 0 (0 sinon).

(b) Ajouter la fonction objectif auxiliaire (à maximiser)z′ =−x0.

(c) Faire entrerx0 dans la base en pivotant dans une ligner ∈

{

i

∣

∣

∣

∣

bi = min
k|bk<0

(bk)

}

2. Résoudre le P.L. auxiliaire à l’aide de la phase II de l’algorithme du simplexe et en utilisant la règle de Bland.
Après résolution :
– Siz′ = 0, supprimer la colonne dex0 et la ligne dez′. Le tableau initial est maintenant admissible.
– Siz′ < 0, le problème de départ n’admet pas de solutions admissible.

1.5.3 Algorithme du Simplexe (Phase II)

Donnée: Tableau primal admissible.
Résultat : Tableau optimal ou non-borné.

1. Choix du pivot :

Colonne j : −γ j négatif (+ règle de Bland si le tableau est dégénéré).
S’il n’existe pas de colonne ayant un coût margial négatif :STOP, le tableau est optimal.

Ligne r : min
(

βi
αi j

)

pourαi j > 0 (quotient caractéristique ; en cas d’égalité, on prend le max(αi j )).

Si une telle ligne n’existe pas :STOP, la tableau est non-borné.

2. Pivoter autour deαr j et retourner au point 1.
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1.5.4 Algorithme Dual du Simplexe (Phase II)

Donnée: Tableau dual admissible.
Résultat : Tableau optimal ou certificat d’abscence de solution admissibles.

1. Choix du pivot :

Ligne r : βi < 0 et règle de Bland. Si une telle ligne n’existe pas :STOP, la tableau est optimal.

Colonne j : max
(

−γ j

αi j

)

pour αi j < 0 (quotient caractéristique dual) Si une telle colonne n’existe pas :STOP, le tableau est

non-borné et le primal sans solution admissible.

2. Pivoter autour deαr j et retourner au point 1.

1.6 Analyse de sensibilité

1.6.1 Sensibilité du membre de droite

Dans quel intervalleδi peut varier leièmecoefficient deβ sans que la base optimale ne change ?

δi
−→
Bi
−1≥−~β

où
−→
Bi
−1 est la colonne correspondant à laièmevariable d’écart du système.

La nouvelle solution optimale en fonction debi ∈ [βi ±δi] est donnée par

~b =







β1
...

βn






x∗B =







x∗1
...

x∗n






= B−1~b z′ =

n

∑
i=1

λibi ⇒ z′ ∈ [z∗+ δiλi ]

oùB−1 est la matrice correspondant aux variables d’écart.

Exemple : Soit le PL standard et dictionnaire optimal :

max z= 400x1+ 1200x2

s.c. 10x1+ 20x2+ x3 = 1100
x1+ 4x2+ x4 = 160
x1+ x2+ x5 = 100

xi ≥ 0, ∀i

−x3 −x4

z= 54000 20 200
x1 = 60 1/5 -1
x2 = 25 -1/20 1/2
x5 = 60 -3/20 1/2

La base optimale estB = (a1,a2,a5) et son inverse est2

B−1 =





1/5 −1 0
−1/20 1/2 0
−3/20 1/2 1





Si on modifie la 1ère composante deb on a :

δ





1/5
−1/20
−3/20



≥−





60
25
60



⇔ δ ∈ [−300;100]

Ainsi la baseB reste optimale tant que la première composante deb reste dans l’intervalle[1100−300;1100+100] = [800;1200].

1.6.2 Sensibilité de la fonction objectif

Dans quelle mesure peut-on modifierci le ièmecoefficient de la fonction objectif sans que la base optimalene change ?

−γN = cBB−1N−cN ≥ 0 ⇔ δyri ≥−(zi−ci) et z′ = z∗+ δyr0

oùH est la matrice des variables hors base.
Exemple (suite) : la variablex1 est la première variable dans la base. Si on modifie son coefficient dans la fonction objectif

(actuellement 400) d’une quantitéδ, la baseB reste optimale tant que
{

δy13≥−(z3−c3)
δy15≥−(z4−c4)

⇔

{

δ(1/5) ≥−20
δ(−1)≥−200

⇔ δ ∈ [−100;200]

Ainsi B reste optimale tant que le coefficient dex1 dans la fonction objectif reste dans l’intervalle[400−100;400+200] = [300;600].
Pour tout point dans cet intervalle, la solution optimale nechange pas, mais la valeur de cette solution optimale estz′ = z∗+δyr0.

Comme icir = 1 (x1 est la 1ère variable de base), on az′ = z∗+ δy10 = 54000+60δ.

2On peut retrouverB−1 visuellement dans le dictionnaire en prenant les colonnes des variables d’écarts (icix3, x4 et x5) :
– Si la variable est hors-base (icix3 et x4) on recopie la colonne correspondante du dicionnaire ;
– Si elle est dans la base (icix5) on lui associe la colonne de la matrice identité correspondante à sa place dans la base (ici(0 0 1)T carx5 est la 3èmecolonne).
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1.6.3 Ajout de contrainte

Pour ajouter une contrainte dans un tableau optimal, il fautl’exprimer en fonction des variables dans la base optimale.Il faut
de plus faire entrer la nouvelle variable d’écart dans la base. Enfin, il faut ré-appliquer l’algorithme du simplexe si nécessaire pour
obtenir le nouveau tableau optimal.

Exemple (suite et fin) : si on veut rajouter la contrainte

3x1 +8x2≤ 360

On introduit une nouvelle variable d’écartx6, pour obtenir

3x1 +8x2 +x6 = 360

Cette équation correspond à la nouvelle ligne dans le dic-
tionnaire optimal. Maintenant il faut exprimerx6 en fonction des
variables hors base. Du dictionnaire optimal on tire :

x1 = 60−
1
5

x3 +x4 et x2 = 25+
1
20

x3−
1
2

x4

Ainsi

x6 = 360−3x1−8x2 =−20+
1
5

x3 +x4

On rajoute la contrainte au dictionnaire :

−x3 −x4

z= 54000 20 200
x1 = 60 1/5 -1
x2 = 25 -1/20 1/2
x5 = 60 -3/20 1/2
x6 = -20 -1/5 -1

Le nouveau
tableau n’est
plus optimal
mais reste dual-
admissible !

Déterminer le nouvel optimum avec l’algo dual du simplexe.

2 Théories des graphes

– GrapheG = (V,E,ϕ) : (sommets, arêtes/arcs, fonction
d’incidence).

– Graphe orienté (réseau) => arcs ; Graphe non orienté =>
arêtes.

– Arêtes/Arcs incidents àv : toutes les arêtes/arcs qui sont
connectés àv.

– Graphe simple = sans boucles (sur lui-même	) ni
arêtes/arcs multiples.

– Multigraphe = avec boucles et/ou arêtes/arcs multiples.
– Degré3 : deg(v) = nombre d’arêtes/arcs incidents àv.

– degré extérieur : deg+(v)(← •→)
– degré intérieur : deg−(v)(→ •←)

– Chaîne : suite alternée sommets/arêtes.
– Élémentaire : chaque sommet apparaît au plus une fois
– Simple : chaque arête apparaît au plus une fois

– Chemin : suite alternée sommets/arcs
– Cycle : chaîne dont les extrémités sont confondues
– Arbre : multigraphe non orienté sans cycle et connexe
– Forêt : ensemble d’arbres non reliés entre eux
– Connexité : on peut atteindre n’importe quel sommet
– Connexité forte : connexité + les deux sens de circulation

existent.
– Nombre cylcomatique =m−n+ p (m arêtes,n sommets,

p composantes connexes)

2.1 Matrice d’adjacence et d’incidence d’un graphe ayantn sommets etm arêtes

2.1.1 Graphe simple non orienté

Matrice d’adjacence sommets-sommetsB (n×n) :

bi j =

{

1 sivi etv j sont adjacents
0 sinon

Matrice d’incidence sommets-arêtesA (n×m) :

ai j =

{

1 si vi est incident àej

0 sinon

2.1.2 Graphe simple orienté

Matrice d’adjacence sommets-sommetsB (n×n) :

bi j =

{

1 si (vi ,v j) ∈ E
0 sinon

Matrice d’incidence sommets-arêtesA (n×m) :

ai j =







−1 si vi est l’extrémité initiale deej

1 si vi est l’extrémité finale deej

0 sinon

2.2 Problème de l’arbre recouvrant de poids minimum

2.2.1 Algorithme de Kruskal

Donnée: Un graphe connexe avec pondération (∈ R) des arêtes
Résultat : Un arbre recouvrant de poids total minimal (ou max).

1. Numéroter les arêtes par ordre croissant (resp. décroissant)
en fonction de leurs poids.

2. Partir d’un arbre solution vide.

3. Siek ne forme pas de cycle, l’ajouter à l’arbre solution.

Exemple :
k ek c(ek) ∈ T
1 { v1, v3 } 1 ✓

2 { v2, v3 } 1 ✓

3 { v1, v2 } 2 ✗

. . . . . . . . . . . .
Pour obtenir l’arbre recouvrant, trier dans l’ordre décroissant.

3Si un sommet possède une ou plusieures boucles, chacune apporte une contribution de 2 dans le calcul du degré de ce sommet.
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2.2.2 Algorithme de Prim

Donnée: Un graphe connexe avec pondération (∈ R) des arêtes.
Résultat : Un arbre recouvrant de poids total minimal.

1. Partir d’un arbre solution vide.

2. Choisir arbitrairement un sommet.

3. Choisir l’arête la plus économique pour rejoindre un sommet pas encore visité depuis un sommet déjà présent dans l’arbre
solution. Ajouter cette arête à l’arbre solution.

2.3 Problème de plus courts chemins

Remarque : la longueur d’un chemin6= nombre d’arcs, mais = some des poids des arcs ! ! !

Principe d’optimalité de Bellman. Un plus court chemin est formé de plus courts chemins.

2.3.1 Algorithme générique

Algorithme générique du plus court chemin d’un sommet-source (vs) à tous les autres :

1. On part d’un vecteurλ initial : λs = 0 etλi = ∞ ∀i 6= s

2. On tient à jour une liste de candidatsL, initialementL = {vs}

3. Tant queL 6= /0 on retire le sommeti deL et on teste ses successeursj :
si λ j > λi +ci j , on poseλ j = λi +ci j et on introduit j dansL

Exemple (sens de travail :←−) :
Itération CandidatsL Etiquettesλ Sommet retiré deL

0 { v1 } (0, ∞ , ∞, ∞) -
1 { v2, v3 } (0, 3, 1,∞) v1

2 { v3, v4 } (0, 3, 1, 5) v2
...

...
...

...
5 /0 (0, 2, 1, 4) v2

v3

v1

v2

v4

1

3

1 1

3

2

2.3.2 Algorithme de Dijkstra

Donnée: Réseau connexe avec pondération non-négative des arcs.
Résultat : Plus court chemin devs à vi ainsi que le prédécesseurpi du sommeti.

1. λs = 0, λi = ∞ ∀i 6= s, pi = NULL ∀i, T = V

2. Tant queT 6= /0 faire :

(a) Soiti le sommet deT de plus petite étiquetteλi.

(b) Si un tel sommet n’existe pas (λi = ∞ ∀ j ∈ T) : STOP (les sommets restants ne sont pas atteignable depuiss).

(c) Sinon retireri deT et pour tout succeseursj de i encore dansT :
si λ j > λi +ci j , on poseλ j = λi +ci j et p( j) = i

Exemple (même graphe que précédent) :

Itér. i min Etiquetteλi / prédécesseurp(i) T
0 - 0/null ∞/null ∞/null ∞/null { v1, v2, v3, v4 }
1 v1 0/null 3/v1 1/v1 ∞/null { v2, v3, v4 }
2 v3 2/v3 1/v1 4/v3 { v2, v4 }
3 v2 2/v3 4/v3 { v4 }
4 v4 4/v3 /0

2.3.3 Graphes acycliques (sans-circuit)

Un graphe acyclique (sans-circuit) possède au moins un sommet sans prédécesseur, et au moins un sommet sans successeur.Un
graphe est acyclique si et seulement si on peut attribuer à chaque sommeti un nombrer(i), appelé rang, tel que pour tout arc reliant
i à j on aitr(i) plus petit quer( j).
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2.3.4 Algorithme du rang

Donnée: Un graphe orienté acyclique.
Résultat : ∀ sommeti un rangr(i) minimal.

1. k = 1.

2. On prend les sommets sans prédécesseurs : rang =k.

3. On élimine tous les sommets sans prédécesseurs.

4. k = k+1 ; retourner à 2.

2.3.5 Tri topologique

Donnée: Un graphe orienté acyclique.
Résultat : Numérotation des sommets compatible avec le rang.

1. k = 1, W = V

2. Tant queW 6= /0 faire

(a) Soiti un sommet sans prédécesseurs

(b) Poserνi = k, retirer le sommet du graphe
(W = W−{i}), k = k+1.

2.3.6 Plus courts chemins dans les réseaux sans circuit

1. Tri topologique du graphe : sommet 1. . .n

2. λi = 0 et pourk = 1. . .n on calculeλk = min{λ j +c jk| j ∈ Pred(k)}

2.3.7 Application à la gestion de projet (méthode du chemin critique)

On considère un projet complexe (tâches et ordre défini), on cherche une planification optimale minimisant la durée totale.
Le problème doit être modélisé par un réseau : les sommets représentent les tâches, les arcs les contraintes de précédence entre

deux tâches. Le poids de l’arc sortant équivaut à la durée de la tâche. On ajoute des sommetsα (de durée nulle et sans prédécesseur)
représentant le début des travaux, etω (de durée nulle et sans successeur) représentant la fin des travaux.

On cherche maintenant le plus long chemin entreα et ω, on utilise pour ce faire l’algorithme du chemin critique.

Algorithme du chemin critique
Donnée: Réseau associé au projet trié topologiquement
Résultat : Durée minimaleD du projet et pour chaque tâchei sa dateδi de début au plus tôt es sa dateϕi de début au plus tard.

1. Calcul des dated de début au plus tôt (phase avançant)

(a) Poserδ1 = 0

(b) Pour j = 2. . .n poserδ j = max
i∈Pred( j)

(δi +ci j ) = max
i∈Pred( j)

(δi +di)

(c) PoserD = δn

2. Calcul des dates de début au plus tard (phase arrière)

(a) Poserϕn = D

(b) Pour j = n−1. . .1 poserϕ j = min
k∈Succ( j)

(

ϕk−c jk
)

= min
k∈Succ( j)

(ϕk−d j) = min
k∈Succ( j)

(ϕk)−d j

Exemple :

Tâche Description Durée Préd.
A Choix stations 2 -
B Accord administratif 4 A
C Commande décodeurs 3 B
D Installation antennes 2 B
E Installation décodeurs 10 C,D
F Modification facturation 4 B

0 2

4

4

4 3

2
10

4D = 19

α A B

C

D

F

E
ω

Tâche α A B C D E F ω
N° k 1 2 3 4 5 6 7 8

Duréedk 0 2 4 3 2 10 4 0

Préd.(k) - α A B B C,D B E,F
δk→ 0 0 2 6 6 9 6 19 (=D)

Succ.(k) A B C,D,F E E ω ω -
ϕk← 0 0 2 6 7 9 15 19

- Une tâche est critique siϕi = δi (un retard dans
la tâche implique un retard du projet).

- Le chemin critique (α → ω) est le chemin
composé de tâches critiques.

- La longueur du chemin critique est la durée
minimale du projet.
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2.4 Problème du transbordement

2.4.1 Définitions

– Soit un graphe orienté connexeG = (V,E). Soit b une pondération des sommets représentant les offres (sommet source,−)
et les demandes (sommet puits,+). Soitc une pondération des arcs représentant les coûts unitaires d’utilisation des arcs. La
solution basique linéaire du problèmes est l’arbre maximaldu réseau.

– Un grapheG = (V,E) est biparti s’il existe une partition de ses sommes en deux ensemblesV1 etV2 telle que toute arête(i, j)
deE ait une extrémité dansV1 et l’autre dansV2.

– LorsqueG est un graphe biparti complet, chaque sommet source étant relié à tous les sommets puits, on parle de problème de
transport.

– Si, dans un problème de transport, il y a autant de sommets source que de sommets puits et que toutes les offres et les
demandes sont égales à 1, on parle de problème d’affectation.

2.4.2 L’algorithme graphique du Simplexe dans les réseaux (phase II primale)

Donnée: Un réseau connexeR= (V,E,b,c) avec une solution-arbre admissibleT = (V,ET).
Résultat : Un flot x de coût total minimum ou la preuve qu’un tel flot n’existe pas.

1. Calcul des solutions primalex et dualey associées àT.

2. Recherche d’un arc entrant, s’il n’en existe pas =>STOP : solution optimale.

3. Recherche d’un arc sortant, s’il n’en existe pas =>STOP : pas d’optimum fini.

4. Mise à jour de la solution-arbre et retour au point 1.

2.4.3 Calcul d’une solution-arbre admissible (phase I)

Lorsque qu’une solution-arbre initiale admissible n’est pas connue ou facile à déterminer, il faut recouvrir à une phase I. On va
définir un problème auxiliaire

– possédant toujours des solutions admissibles.
– possédant toujours un optimum fini.
– possédant un optimum fini si et seulement si le problème de départ possède au moins une solution admissible.

2.4.4 Construction du problème auxiliaire et d’une solution initiale admissible

Donnée: Un réseauR= (V,E,b,c) connexe.
Résultat : Un réseauR′ = (V,E′,b,c) et une solution-arbreT ′ = (V,E′T) admissible pourR′

1. Poserc′i j = 0 pour tout(i, j) ∈ E.

2. Choisir un sommet source, disonsk.

3. Relier chaque sommet sourcei (6= k) à k par un arc artificiel (i,k) de poidsc′ik = 1 (si il existe déjà un arc dei à k dansR ne
pas le rajouter).

4. Relierk à chaque sommet puitsj par un arc artificiel (k, j)de poidsc′k j = 1 (si il existe déjà un arc dek à j dansR ne pas le
rajouter).

5. PoserE′T = {(i,k)|i sommet source}∪ {(k, j)| j sommet puits} et compléterE′T jusqu’à obtenir un arbre maximal (si néces-
saire).

2.4.5 Calcul de la solution primale associée àT = (V,ET)

Donnée: Un réseau connexeR= (V,E,b,c) (b = pond.des sommets,c = pond.des arcs) et une solution-arbreT = (V,ET).
Résultat : Le flot x : E→ R+ associé àT (et z= ∑ci j xi j ).

1. Tant que|ET |> 1 faire

(a) Trouver un sommet pendantj deT. Soite le seul arc incident avecj dansT et i l’autre extrémité dee.

(b) Sie= (i, j) poserxi j = b j , sinon poserx ji =−b j .

(c) Poserbi = bi +b j .

(d) RetireredeET : ET = ET\{e}.

2. Il reste un seul arc dansET , disons(i, j), poserxi j = b j .
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2.4.6 Calcul de la solution duale associée àT = (V,ET)

Donnée: Un réseau connexeR= (V,E,b,c) et une solution-arbreT = (V,ET).
Résultat : Les prix duauxy : V→ R associés àT et w = ∑biyi = z.

1. Choisir arbitrairementi ∈V et poseryi = 0 etW = V\{i}.

2. Tant queW 6= /0 faire

(a) Trouver un arce∈ ET avec une extrémitéj dansW et une extrémitéi dansW̄ = V\W-

(b) Sie= (i, j) posery j = yi +ci j , sinon posery j = yi−ci j .

(c) Retirer j deW : W = W\{ j}.

2.4.7 Recherche d’un arc entrant

Donnée: Une solution-arbre admissibleT = (V,ET) ainsi que les solutions primale (x) et duale (y) associées.
Résultat : Un arc entrant dans la base.

1. On passe en revue les arcs(i, j) /∈ ET (hors base) dans l’ordre lexicographique et on teste pour chacun d’eux si la contrainte
duale associéey j −yi ≤ ci j est satisfaite ou non.

2. Si une contrainte violée est trouvéeSTOP : l’arc e= (i, j) va entrer dans la base.

3. Si toutes les contraintes sont satisfaites, la solution actuelle est optimale.

2.4.8 Recherche d’un arc sortant

Si on ajoute à la solution-arbre actuelle l’arc entrante= (i, j), on forme un cycle uniqueC. Utilisant l’orientation de(i, j) pour
définir le sens de parcours deC, on divise les arcs deC en 2 ensembles disjointsC+ (même orientation de(i, j)) etC−.

1. SiC− = /0 STOP : il n’y a pas d’optimum fini.

2. Sinon soit∆ = min{xkl |(k, l) ∈C−} et sun arc pour lequel le minimum est atteint. L’arcsquitte la base.

2.4.9 Mise à jour des solutions

1. La nouvelle solution-arbre est donnée parET = ET ∪{e}\{s}.

2. La solution basique primale ne change que sur les arcs deC :

xi j =







xi j = xi j + ∆ si (i, j) ∈C+

xi j = xi j −∆ si (i, j) ∈C−

xi j = xi j si (i, j) /∈C

3. La solution basique duale ne change que de la manière suivante.

yd = yd + ε

où d est le sommet commun entre les arcseet s, et

ε =

{

−yd +ya+cad si e= (a,d) ets= (b,d)
ya−yd−cda si e= (d,a) ets= (d,b)

2.4.10 Dégénérescence

Si la solution basique primale est dégénéré, c-à-d s’il existe des arcs dansET le long desquels des quantités nulles sont transpor-
tées, il y a risque de cyclage. Pour éviter cela, recourons à la règle de Bland graphique :

– Tester les arcs dans l’ordre lexicographique et faire entrer le premier arc dont la contrainte duale associée est violée.
– Si la quantité∆ est transportée le long de plusieurs arcs deC−, faire sortir l’arc le plus petit dans l’ordre lexicographique.

2.5 Remarques

– Le coût de l’arc(i, j) peut varier dans l’intervalleci j ≥ y j −yi sans que la base optimale change.
– Si on modifie le coût de l’arc(i, j), pour avoir la nouvelle solution il faut calculer les nouvelles valeures dualesyk et vérifier

que les contraintes duales ne soit pas violées.
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