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Chapitre 1

Analyse combinatoire

1.1 Permutations
Le nombre de rangements possibles de k objets choisis parmi n est
Pg=n-(n-1)-(n-2)---(n—-k+1)
En particulier le nombre d’arrangements ordonnés! possibles de n objets correspond a :

Ph=n-(n-1)-(n-2)---2-1=n!

1.2 Combinaisons
Le nombre de sous-ensembles de taille k que I’on peut former avec n objets distincts est?

cn— (" _PE_H-(n—l)---(n_k+1)_ n!
k_(k)_W ) k! = =Rk

1.2.1 Propriétés

n
- Z (E) = 2", nombre de sous-ensembles dans un ensemble de n objets.
n

k

n! , . . .

- = ————— régroupement de n objets en r classes de dimension n;.
Ni...nr/  nplnal.ng!

Labc # cba
2Le rangement des éléments dans I’ensemble ne conte pas : abc = ach



Chapitre 2

Axiomes de probabilité

2.1 Propriétés des opérations sur les evéenements

1. AUA®=Q
2. Associativité de I’union: (EUF)UG =EU(FUG)
3. Associativité de I’intersection : (ENF)NG=EnN(FNG)
4. Relations de De Morgan : (AUB)¢ = A°nBCet (ANB)¢ = A®UB®
Engénéral : (ErU...UEp)*=E{N...NnEfet(E1N...NEp)*=EJU...UE}
5. Distributivité :  EUF)NG =(ENG)U(FNG) et ENF)UG=(EUG)N(FUG)

2.2 Théoremes fondamentales

1. P(A% =1-P(A)!
2. P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB)

2.3 Calcul des probabilités : le comptage

Al
P(A) = —
1€
ou Q est I’ensemble de tous les résultats possibles. Si une expériece se décompose en r étapes,
chaqune avec m; résultats possibles, la totalité des résultats possibles est mims...m;.

LEn peut déduire :
— P(AUB) = 1- P(A°N B°)
— P(A*NB°NC%) =1-P(AUBUC)



Chapitre 3

Probabilité conditionnelle

La probabilité que A s’avere sachant que B est réalisé est dite probabilité conditionnelle et elle

vaut :
P(ANB)

PAB) = —515)

ou plus généralement (avec BL...B" disjoints) :

P(A) = > P(B))- P(AIB))
j=1

Elle peut aussi se réécrire comme

P(ANB)=P(B)-P(AB) ou P(ANB)=P(A)-P(BIA)

3.1 Formule de Bayes

3.1.1 Formule des probabilités totales
P(A) = P(ANB)+P(ANB®) = P(AB) - P(B) + P(A|B®) - P(B°)

3.1.2 Formule de Bayes

P(A)-P(BIA)
P(B)
En utilisant la formule des probabilités totales on peut écrire la formule de Bayes sous la forme :
P(A)-P(BIA)
P(B|A)-P(A) + P(BJA®) - P(A°)

P(AIB) =

P(AB) =

3.2 Indépendance

Deux événements E et F sont indépendants si P(E) = P(E|F) et P(F) = P(F|E). Cela équivaut a
P(ENF)=P(E)-P(F)



Chapitre 4

Variables aléatoires

Une variable aléatoire est discréte si elle ne peut que avoir des valeurs définis, en cas contraire
elle est continue.
4.1 Fonctions de distribution (ou répartition)
La fonction de distribution ou fonction de répartition, d’une variable aléatoire X est définie par
Fx(x) = P(X <x), —00 < X < 00
C’est une fonction croissante qui satisfit

bIim Fx(x)=1 et bIim Fx(x)=0

4.2 Fonctions de densité

La fonction de densité d’une variable aléatoire continue est continue par morceaux, toujours
plus grande ou égale a 0 et I’aire au dessus d’elle est égale a 1. Si la variable est discréte au lieu
d’une intégrale on a une somme.

La probabilité que X se trouve dans I’intervalle [a,b] est

b
P@<X<b)=P@a<X<h)= f f(x)dx = F(b) - F(a)
a
La rélation entre ces deux fonctions est :
X
FX)=P(X<Xx) = f f(uydu, F(X) = f(x)

Ils existent plusieurs fonction de distributions caractéristiques, a dépendace du type de expérience
aléatoire qu’on effectue.

4.3 Distributions discretes

Une variable aléatoire ne pouvant prendre qu’une quantité dénombrable de valeurs est dite dis-
crete. Pour une telle variable X, on définit sa loi de probabilité p par

p(a) = P(X = a)

10



4.3 Distributions discrétes 11

On peut ainsi exprimer la fonction de répartition F :

F(a)= ) p(x)

X<a

Si X est une variable aléatoire discréte avec une fonction de fréquence p(x), I’espérance de X est
n
E[X]= ) xip(x)
i=1

4.3.1 Ladistribution binomiale

Supposons qu’on effectue n épreuves identiques indépendantes et que chaque expérience ait
comme résultat «succés» avec une probabilité p ou «échec» avec un probabilité (1 — p). La variable
aléatoire X qui compte le nombre de succes est dite variable aléatoire binomiale de paramétres (n, p) ;
on note X ~ Bin(n, p).

La loi de probabilité est donnée par

p() = PO =)= ()t p

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, X +Y ~ Bin(n+m, p).
Sin=1on parle de distribution de Bernoulli.

4.3.2 Les distributions geométriques et binomiales négatives

On effectue des épreuves indépendantes. Chaque expérience a pour résultat «succés» avec une
probabilité p ou «échec» avec un probabilité (1 — p). Le nombre total d’essais nécessaires pour avoir
un premier succes, noté X, est une variable aléatoire géométrique de parameétre p. La fonction de
densité géométrique est

PX=k)=1-p*tp, k=1 2...

La distribution géométrique est un cas particulier (r = 1)de la loi binomiale négative, définie
ci-dessous.

On suppose maintenant qu’on effectue des épreuves indépendantes jusqu’a ce qu’on obtienne r
succes. La fonction de densité est

Px == )Pt

On dit que X est une variable aléatoire binomiale négative de parameétres p et r.

4.3.3 Ladistribution hypergéométrique

Supposons qu’une urne contienne n boules, dont r sont noires et (n—r) blanches. On note X le
nombre de balles noires dans un ensemble de m balles prises sans remise. On a :

m



12 Variables aléatoires

4.3.4 Ladistribution de Poisson

La fonction de densité de Poisson de paramétre A (1 > 0) est

/1k
P(X =k) = Fe-ﬂ, k=0,1,2,...

On note X ~ P(A).

Approximation poissonienne de lois binomiales

On peut utiliser les variables aléatoire de Poisson pour approximer des variables aléatoires bino-
miales de parametres (n, p) pour autant que n soit grand et p assez petit pour que A = np soit d’ordre
de grandeur moyes (cf table 4, page 37).

4.4 Distributions continues

La fonction de densité f d’une variable aléatoire continue est toujours positive, est continue par
morceaux et I’aire au dessus d’elle est égale a 1.
La probabilité que X se trouve dans I’intervalle | =]a, b[ est donnée par

b
P(XeI):P(asxgb):P(a<X<b):f f(x)dx

La fonction f est appelée densité de probabilité (ou fonction de densité) de la variable aléatoire X.

X sia<X<hb
f(x):{ 0 sinon

La fonction de répartition pour une variable aléatoire continue X est définie par

P(X<a)=P(X<a)=Fx(a) = fa f(x)dx
de méme -
P(X>b)=P(X >b) =Fx(b) = f f(x)dx
b

Si X est une variable aléatoire continue avec une fonction de densité f(x), alors pour toute fonc-
tion réelle g on aura

E [9(x)] = f g0 F 0 dx

4.4.1 Ladistribution uniforme

La distribution uniforme (notée U[a, b]), est définie sur un intervalle [a,b], est nulle en dehors de
cet intervalle :

1 -
_J 5=5 sias<x<ghb,
f(x)_{oa six>boux<a

On peut alors facilement calculer la distribution F(x) :

x O

. six<a,
F(x):f f(uydu={ —— sia<x<b,

QD

1 Six>Db

QD



4.4 Distributions continues 13

4.4.2 Ladistribution exponentielle

La fonction de densité exponentielle est

e~ six>0
f(X):{o six <0

La fonction de distribution est
1-e ™ six>0

F(a):P(Xsa)zf f(X)dX:{o six<0

4.4.3 Ladistribution gamma

La fonction de densité gamma dépend de deux parametrestet A, avect,A>0:

ﬂte—/lxxt—l

I'(t)
0 sit<0

La fonction Gamma, I'(t) est définie par

+00
I(t) = f e Yy ldy
0

La loi I"(1, 2) coincide avec une exponentielle de parameétre A.

4.4.4 Ladistribution gaussienne ou normale

Elle est également appelée distribution normale.
La fonction de densité gaussienne de parametres u et o, —co < u < +o0, o> 0 est :

f(x) = 1 o~ (x-1)?/(20%)

o Vn

On note X ~ N(u,02). Or X est une variable normalement distribuée de paramétres u et o2. La
variable Z = (X —u)/o est normalement distribuée de parametres 0 et 1. Une variable normale ayant
ces deux parameétres est dite standard. La fonction de répartition d’une variable normale standard
est

P(X <a)= P(%“ < %) - P(N(O,l) < %) - @(%) — D(x) = v%f e V12 gy

[e¢]

Les valeurs ®(x) pour des arguments x non négatifs sont données dans la table 1 (pag. 34). Pour
les arguments x négatifs, on calcule ®(x) grace a I’équation

d(—x) =1-D(x)

Exemple 4.1. Soit X ~ N(u, %) = N(2,9). On a les probabilités suivantes :

P(X<O):F’(X_’u g%):P(X__Z<E):p(X__2<_E):p(z<_g)

3 3 3 3

I
S
|
Wi N
N —
I

l—@(%) ~1-0.745=0.255
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P(4<X<5):P(X_ﬂsa;u):P 4_2<X_2<5_2 =P E<X_2<1
o 3 3 3

= d(1) - cp( ) ~ 0.841-0.745 = 0.096

wl N

4.5 Variables aléatoires conjointes

4.5.1 Fonction de distribution conjointe et marginale

Un couple de variables aléatoires (X,Y) peut étre vue comme un point aléatoire de R?.

X Y 52
Fo)= [ [ tundude 1) = =)

Pour ce couple la fonction de distribution conjointe ou simultanée F est définie par
F(@a,b)=P(X<a, Y<h), —c0<a, b<oo

En connaissant la fonction de densité conjointe f(x,y) on peut calculer la distribution marginale
de XetY:

+00

() = F4(4) = f F(x.y)dy

-+ 00

fr(y) = Fily) = f F(x.y)dx

Remarque 4.1. La probabilité de tous les événements simultanément relatifs a X et Y peut étre
calculée grace aux fonctions conjointes définies plus haut, ie :
PX>a,Y>b)=1-P((X>a, Y >b)°) =
=1-P((X>a)°u(Y >b)°) =
=1-P(X<a)u(Y <h)) =
=1-[P(X<a)+P(Y <b)-P(X<a, Y<bh)]=
=1-Fx(a)-Fy(b)+F(a,b)

4.5.2 Fréquence conjointe

Dans le cas ou X et Y sont deux variables aléatoires discretes, il est pratique de définir la fonction
p suivante dite. La fonction de fréquence conjointe ou loi de probabilité conjointe de X et Y :

p(a,b)=P(X=a, Y =D)
On déduit la loi de probabilité marginale :

px@=P(X=a)= >  p@ab) et pyb)=P(Y=b)= > p(@ab)
b: p(a,b)>0 a:p(a,b)>0
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4.5.3 Densité conjointe

Les variables X et Y sont dites conjointement continues s’il existe une fonction f de deux argu-
ments réels ayant pour tout sous-ensemble C du plan la propriété suivante :

P((X,Y)eC) = f f(x,y)dxdy
(xy)eC

La fonction f est appelée densité conjointe! de X et Y. Soit C = {(x,y)|x € A ety € B}. On obtient

P(XeA,YeB):fff(x,y)dxdy
B A

Or
2

b a
F(a,b):f f f(x,y)dxdy = f(a,b):%F(a,b)

On peut ainsi calculer la densité marginale de X et Y :
+00 +00
= [ fody et Ro)= [

45.4 Distributions conditionnelles
Cas discret

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes conjointes, la probabilité conditionnelle de X
sous la condition Y =y est

(X=xY=y) _pky)
P(Y =) py(y)

C’est une fonction de fréquence. Si X et Y sont indépendants px;y(X,y) = fy(y).

si fx(x) > 0 et 0 sinon

Pxy(X.y) =P(X =XY =y) =

Cas continu

Soient X et Y des variables de densité conjointe f(x,y). On définit la densité conditionnelle de X
sous la condition Y =y et lorsque fy(y) > 0 par la relation

f(x.y)
fy(y)

Connaissant la densité marginale fy(y) et la densité conditionnelle fx;y(xly), on retrouve facilement
la densité conjointe :

fxv(Xly) = si fy(y) > 0 et 0 sinon

f(xly) = fv(y) - fxv(Xly)

4.5.5 Fonctions de variables aléatoires conjointes
Somme

Soit Z = X +Y. Sa distribution est :

Fz2)=P(Z<2)=P(X+Y <27)= fm fz_u f(u,v)dvdu

1Rappel : la densité est toujours égale & 1!
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Sa densité est .
f2(2) :f f(u,z—u)dvdu
Si X et Y sont indépendantes, on a :

fz2(2) = [M fx(u)- fy(z—u)du = [M fx(z-v)- fy(v)dv

(o]

Quotient
Soit Z = X/Y. Sa distribution est

o0 ~ZX 0 —00
Fz(z)=P(Z<2)=P(X/Y <2)= f f f(x,y)dxdy+f f f(x,y)dxdy
0 —00 —00 JZX
Sa densité est .
fz2(2) = f x| f(x,xz)dx
Si X et Y sont indépendantes, on a :

@)= [ X (- fr () dx

(o]

Cas général

Soient X et Y des variables aléatoires continues avec une fonction de distribution conjointe
fx v(X,y) et que X et Y soient envoyées sur U et V par transformation d’espace (x,y) + (u,v) donnée
par u = h(x,y) et v =g(x,y). La fonction de distribution conjointe de U et V au point (X, Yo) st :
fx v(Xo0,Yo)

19 (X0, o)l

ou J(Xp,Yo) est la jacobienne de h et g au point (Xo,Yo) :

fu,v(ho,90) =

oh

J(x0.Y0) = det| 3

oh

(X0, Y0) a—y(Xo,YO)
a9

_X(XO’ Yo) a—y(Xo,YO)

0

Transformation de variables aléatoires

Soient X et Z des variables aléatoires, avec Z = g(X). Soit fx la densité de X. Ona:

f2(2) = f fx(97') ’%9'1(2)' si z = g(x) pour un certain X
0 si z # g(x) pour tout x



Chapitre 5

Espérance et Variance

5.1 Espérance

L’espérance (ou moyenne ponderée) d’une variable aléatoire est :

E(X) = ﬁmxf(x)dx

(o)

On la note aussi u. Si I’intégrale diverge il n’y a pas d’espérance.

Remarque 5.1. On a aussi :
E(X?) = foo X2 £ (x) dx
Si X1...Xj sont des variables aléatoires indépendantes :
E(X1...X{) = E(X0)E(X2)...E(X})
Si X1...X; sont des variables aléatoires conjointes
E(Xy1+...+ X)) =EX1) +EX2) +...+E(Xj)

Soient X et Y deux variables aléatoires avec Y = g(X) et f(x) la densité de x. L’espérance de Y
est :

E(Y) :[ " g0 F(¥)dx

L’espérance d’un grand nombre de variable aléatoires n identiquement distribuées (loi des grands
nombres) est :

Ly Xi _
n
5.1.1 Quelque propriété

Soit X une varialble aléatoire et ¢ € R une constante. On a :

- E(c) =c;
- E(cX) =c-E(X);
— E(=X) =-E(X);

17



18 Espérance et Variance

5.2 Variance
La variance d’une variable aléatoire avec espérance E(X) est :
Var(X) = E[(X - E(X))’] = E(X*) - E(X)*

Elle est souvent notée o-2. On appelle o I’écart type, qui équivauta vVar(X) Si X est une variable
aléaoire avec densité f(x), sa variance est :

Var(X) = f +Oo(x— w)? f(x)dx

(o]

5.2.1 Quelque propriété

Soit X une varialble aléatoire et ¢ € R une constante. On a:
— Var(aX) = a?Var(X) ;

5.2.2 Moyenne carrée d’erreur

La valeur d’une v.a. X répresentant la valeur d’un fénoméne physique peut subir deux types
d’erreur de mésure : une composante systématique appellée biais 8 et une composante aléatoire e
avec Var(e) = o2. Onadonc X = xq +3 + €. L’écart entre la valeur de X et la valeur exacte recherchée
Xo peut se mésurer avec la moyenne carrée de I’erreur :

MCE = E[(X — X0)?] = 8% + 0 = Var(X) + (E(X) - X0)?

Si 8 = 0 (non-biaisé), alors MCE = Var(e) = o2.
La table 1 (pag. 34) contient les valeurs de I’espérance et de la variance pour les les principales
distributions.

5.3 Covariance et corrélation

Pour mésurer le dégré d’association de deux variables aléatoires conjointes X et Y, on peut en
calculer la covariance et la corrélation.
La covariance de X et Y est :

Cov(X,Y) = E[(X = ux)(uv)] = E(XY) - E(X)E(Y)

Si X et Y sont indépendantes alors Cov(X,Y) = 0.

5.3.1 Propriétés

— Cov(aX +b,cY +d) =ac-Cov(X,Y)
— Cov(X,Y +Z) =Cov(X,Y)+Cov(X,Z)
La corrélation entre deux variables est :

) = —CoVY)
vVar(X) VWar(Y)

-1 <p <1, sielle existe.
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5.4 Espérance conditionnelle

L’espérance conditionnelle de Y sachant X est :

E(YIX = X) = f y fyx(IX)dy

Si E(Y) existe la loi de I’espérance totale nous dit que :

E(Y) = E[E(YIX)]

5.5 Prediction

On observe une v.a. X et en se basant sur cette observation on essaye de préedire la valeur d’une
deuxieme v.a. Y. On note h(X) I’estimateur de Y.
— Y cherche a estimer h(X). La Moyenne carrée d’erreur (MCE) entre ces deux valeurs est :

MCE = E[(Y —h(X))’] = E[EL(Y ~h(X))*IX]]

La fonction qui minimise la MCE est h(X) = E(Y|X). L’espérance conditionnelle de Y sachant
X est donc le meilleur estimateur au sens de la moyenne carrée d’erreur.

— Si E(Y|X) n’est pas connue on cherche un estimateur linéaire h(x) = a +8x pour que E[(Y —
a — BX)?] soit minimal. Soit Y le meilleur estimateur de Y. On a :

Y -y

X—,Ux)

=p(XY)( o

On peut résoudre par rapport a Y pour trouver la valeur du meilleur estimateur.

5.6 La fonction génératrice des moments

La fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire X est :
Mx(t) = E(e™)
Dans le cas continu : .
Mx(t) = f e f (x)dx

si Mx(t) = My(t), X a la méme loi de probabilité de Y.
soit My(t) et Y = a+bX. La fonction génératrice des moments de Y est :

My(t) = et Mx (bt)

Soient X et Y deux variables aléatoire indépendantes, alors :
Mx+y(t) = Mx()Mv(t)

Si X est la variable normale N(0, 1), Mx(t) = et’/2,
Si X est une variable Gamma I'(a, 1), Mx(t) = (577)"

Si X est une variable aléatoire de Poisson P(1), Mx(t) = e*€-D

Le r® moment d’une variable aléatoire X est E(X"), si elle existe. Si la fonction génératrice des

moments existe, alors
E(X") = M{(0)



Chapitre 6

Distributions dérivées de la distribution
normale

On rappelle que si X ~ N(u, 0?), % suit une distribution normale standard.

— Soit X une distribution aléatoire normale standard. La distribution X2 est appellée distribution
chi-carré avec 1 degré de liberté, notée X%. Correspond a une distribution F(% %)

— Soient U1, U,...U,, des variables aléatoires indépendantes)(i.
Uy + U + ...+ Uy, est une distribution chi-carré avec n dégrés de liberté y2, qui corréspond a
une distribution F(g %)

— SoitZ ~N(0,1) et U ~ y2.
On définit la distribution de Student t, ~ —%—. Sa densité est :

VU/n
r(n:t 2\~ (+1/2)
f(t) = (—Z)n( _)
Vhal'(3) n
— Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes chi-carre.
On définit la distribution de Fisher Fy, ~ %‘“ Sa densité est :

f(w) = %(?)szm/z_l(l .\ mw)—(mm)/z

On observe que si X ~ tp, alors X? ~ Fq

20



Deuxieme partie

Statistique

21



Chapitre 7

Echantillonnage

L’échantillonnage est utilisé pour obtenir des information sur une population en en examinant
seulement une petite partie. Un échantillon doit étre représentatif et non biaisé.
Soit X1 ... Xy une population de taille N. La moyenne de la population vaut :

1N
L
i=1
Le total de la population(ayant une certaine caractéristique) vaut :

N
T:::E:Xizlwp
i=1

La variance de la population :

ol =

Zl-

N
> =)
i=1

7.1 Echantillon simple

N

Dans une populationde taille N il y a ( 0

) sous-ensembles de taille n. La moyenne de I’échantillon

1N
X= EI;;;Xi

Dans ce cas X estime la moyenne de la population .

T = NX estime le total de la population T ayant une certaine caractéristique.

Un estimateur est non-biaisé si son espérance est égale a la quantiteé que I’on veut estimer :
E(9) = 0. X et T sont non-biaisés.

La variance de I’échantillon(sans remise) vaut :

vaut :

Var(X) = 0—2(

N—n)
n

N-1

. , . R v 2 v
Sin<<N, oudans le cas d’un échantillon avec remise, Var(X) = <. Dans ce cas on note X = u+ %
La variance de la la population (ayant une certaine caractéristique) vaut :

2/N—-n
Var(T :NZU—(—)
ar(T) n \N-1

22
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On remarque que le variance de I’échantillon a la variance de la population o2 comme paramétre.
Si la population est trés grande, cette valeur est inconnue, et doit étre estimée 1.

. —\2 . .y .
G2=1yn, (Xi - X) est un estimateur biaisé pour o2 (car E(62) # o2).
Deux estimateurs non biaisés de o2

2_g2nN-1) 1 zn:(xi_)z)z
=)

“7 n—DN " n-1

Estimateur non biasé de Var()_()

, 6% (N-n\/n(N-1)
Sf‘?(N-l)((n—l)N)

7.2 Echantillon stratifié

Utile dans le cas d’une population composée de plusieurs sous populations.

Soit une population de N individus composée de | sous populations de taille N1...N;. On note
Xi,j la valeur du jéme individu de la ieme sous population, W; = % le poids de la sous population i
et uj = ﬁl Z:.\':il Xi,j sa moyenne. La moyenne de la population est :

[
M= ZWi,Ui
i=1
En considerant un échantillon de moyenne X; pour chaque sous population, on a pour y I’estima-
teur non-biasé
|
Xs= > WiX;
i=1

La variance de I’echantillon choisi est :

| W22
- Wseo ni—-1
N [ _ M
Var(Xj) = él m (1 N; _1)

2 2

|
Var(X;) ~ Z In L sing << N;Vi
i-1

On s’interesse a savoir de quelle dimension doit étre I’échantillon de chaque population. Il'y a

deux possibles répartitions?. )
— répartition optimale® : minimise la variance de Xs. Pour un échantillon de taille* n = Z=:1 n;
ona:
Wi

N =N—r———
Zk:]_WKO-K

Inotation : la valeur exacte est écrite en lettres greques, I’estimateur en romaines !
. A - — n n
2Si nn’as pas été fixé on peut écrire la répartition sous la forme(Fl,--- , FI)

3La variance o doit étre connue!
“nest fixé!
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— répartition proportionnelle : Dans ce cas, les n; sont proportionnels aux Wi; :
N;j = nW;

On veut compararer les variances des différentes allocations ; soient Var(X) la variance de Iéchan-
tillon simple, Var(Xsp) celle de I’échantillon stratifié proportionnel et Var(Xy) celle de I’échantillon
stratifié optimal.

|
Var(Xsp) - Var(Xe) = % > Wi(oi-)?
=

|
ouo = ZWiO'i
i=1

I
Var(X) - Var(Xep) = = > Wi~
i=1



Chapitre 8

Estimation de parametres

Idee : On a Xj...X; variables aléatoires indépendantes identiqguement distribuées, on suppose
qu’elles suivent une cértaine distribution dont on ne conait pas un ou plusieurs parametres, que I’on
veut estimer.

8.1 La méthode des moments

Soit X une variable aléatoire de méme lois que X;. Avec X;...Xp le k® moment de I’échantillon.

1 n
~A ky _ + k
uk_E(X)_nle,

{1k est un estimateur du k® moment de X. De plus, on estime u par i = X.
Remarque 8.1. Rappel :

n n n
- 1 - - -
;Xi:nx . ﬁiZ‘xi:x, ;(Xi—l):n(X—l):nX—n

Maintenant, pour estimer les n parameétres de la distribution, on pose :

w =EX) = f1(01,....6n), ji1=X
o = E(X?) = 2(61,....6n)

Mn = E(Xn) = fn(el,...,en)

On calcule les n espérances et on crée n equivalences du type 6; = f(u1,...,un). Ensuite on sub-
stitue aux y; les estimateurs gj, on a ainsi des estimateurs pour les 6; !

8.2 La méthode du maximum de vraisemblance

Soient X; ... Xp i.i.d. selon une loi de densité fy(X;). On définit la fonction de vraisemblance :
n
V() = | ] foxi)
i=1
On a la fonction de vraisemblance logarithmique :

1(6) = IV (6) = > Infy(X)
i=1

25



26 Estimation de parameétres

L’estimateur @ de @ est celui qui maximise V(6), et donc 1(6). Pour le trouver, il faut résoudre
I’équation I'(9) = 0.
Le plus d’observation on réalise, le plus de precision on peut obtenir avec I’estimateur, en parti-
culier :
A 1
|0 — 6ol = —

h

8.3 Information et intervalles de confiance

Un intervalle de confiance est un ensemble de deux bornes tel que u se trouve avec une probabilité
1—a al’intérieur de ces deux bornes. Nous partons du fait que :

: X-
lo = [Za/2:21-/2] estun IC poury = ——7
Car selon le théoreme centrale limite y = (TX/—% approche une loi normale N(0,1)

8.3.1 Intervalles de confiances simples

But : trouver les bornes inférieur et supérieur b; et bg tel que :

P(bisu<bg=1-a

o = o
<Ziqp2|=P ﬁza/z SX—pu<—=Z1-9p2

P(Za/z < oy \/ﬁ <

— (oa — (oa
> P(X—-—71_4p2SusX—-—2
\/ﬁla/Z M \/ﬁa/Z)

— o — a
=>P(X-—21 4 <us<X+—2 2)
\/ﬁ a/ H \/ﬁa/

L’intervale de confiance dans le cas d’une loi avec o connu et u estimé grace a la méthode des
moments est :

- O = O
PIX——2z1_ g/2; X+—21_
[ \/ﬁ 1-a/2 \/ﬁ 1 01/2]
8.3.2 Intervalles de confiances quand la variance o2 est inconnue

On remplace simplement o par ¢ et la loi normale par la loi de student. L intervalle de confiance
devient alors :

A

P[Y— %tn_l (1—a/2):X + %tn_l 1 —a/Z)l

8.3.3 Information

On définit I’information 1(6p) par :

0 2 0
1(60) = EQO[% In f(X,HO)] = Vargo[% In f(X,HO)]
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Si f est assez réguliére, alors? :

(92
1(60) = —Eg, [ﬁ In f(X,Ho)]

L’objectif d’un estimateur T d’un paramére 6 est minimiser la moyenne carrée d’erreur. Il 'y a un
limite de précision, cette borne inférieure est donnée par I’inégalité de Cramer-Rao :

1
Var(T) > r@ =Vp

ou vy, est la variance asymptotique.

8.3.4 Intervalles de confiance avec u estimé par la méthode du maximum de
vraisemblance

Soit f une fonction suffisamment reguliere par rapport a X et 4. Alors

\In1(60)(6n — 60) — N(0,1)

Cela implique

P (VI(60) |fn — 60| < Zaj2) ~ 1- e

~ Z A z
P(Gn— U2 < gy < B+ —2L2 )zl—a/

=>00 =Un
vVnl(6o) vnl(6o)
6o et donc 1(6p) sont inconnu. En remplagant 1(6o) par 1(6,) on a I’intervalle de confiance de
niveau 1 — o suivant? :
n 4 " 4
[Qn_ /2 A /2 }

an(gn), ’ Vnl(6n)

_ OU 6, est un estimateur de 6, I(dy) se calcule en substituant a 6 dans I’information on estimateur
On, et 2,2 est la valeur de la distribution normale pour /2.

ou de facon similaire

LAttention : on dérive In f par rapport & 6 mais on calcule I’esperance E par rapport a X
2(1—a) est la probabilité de trouver le paramétre 6o dans I’intervalle



Chapitre 9

Tests d’hypotheses

Soit X3 ... Xp un échantillon suivant une distribution F, avec 6 un parametre inconnu. Soit Hp une
hypothése sur @ dite nulle, soit Ha une hypothése alternative. Soit on accepte Hg et on affirme qu’un
croit cette hypothese compatible avec les données, soit on la refuse en faveur de Ha, en affirmant
ainsi qu’on ne croit pas Hg juste.

— On effectue un erreur de type | si Hg est juste mais on le rejette.

— On effectue un erreur de type Il si Hg est fausse et on I’accepte.

On a sous Hp une région d’acceptation A et une région de rejet R.

— Soit & = Py, (re jeterHp) le niveau de signification, ou taille du test.

— Soit 1 - = Pn,(rejeterHp) la puissance du test.

Chaque test essaye de minimiser la taille du test e maximiser la puissance, mais on ne peut pas
obtenir les deux choses en méme temps !

On définit la p-valeur la probabilité sous Hy que en exécutant une nouvelle mésuration on ob-
tienne une résultat égal ou plus extréme des données : p—valeur = P(T > Tops). On réjette Hy si la
p-valeur est inférieure a un limite o donné.

Types de tests. On distingue trois types de tests :

| Test | Probabilité valant 1-a |  Région critique (hachurée) |
bilatéral P(Xa/z <X< Xl—a/2) L=
X o
= I'"’_I
unilatéral (a gauche) P(X > Xg) 1

unilatéral (a droite) P(X < X1-q)

28
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9.1 Test optimal

Soient X; ... Xp, des variables aléatoires suivant une loi connue de paramétre inconnu.
Soit Hp: 0 =6p et Ha : 6 = 01 > 6y. Un test optimal est défini par le rapport des densités

fo(X)
fa(X)

La démarche a suivre ressemble ensuite a celle du rapport du maximum de vraisemblance.

9.2 Test du rapport du maximum de vraisemblance

A utiliser si on ne connait pas la statistique sous Ho.

Soit Q I’espace des parameétres possibles, et wg un sous-espace, On veut tester Hg : 8 € wq contre
Ha: 0 ¢ wp. Soit V() la fonction de vraisemblance, la fonction du rapport du maximum de vraisem-
blance est :

_ MaXgewoV(0)  V(60)
~ maxgeaV(0) V(o)

La région de réjet de Hg est celle qui inclut des valeurs de X qui rendent petite A. Ce test est
donc utile pour définir la région optimale de réjet, i.e. la region qui minimise « tout en maximisant
la puissance du test. Ex. : Si le rapport du maximum de vraisemblance est petit quand X est grand,
on aura une zone de rejet optimale, de la forme R, = (X, ). La valeur de x, se calcule avec la
définition de « :

a := Py (rejeter Ho) = Phy(X > Xo)

9.3 z-test pour un échantillon

Utilisé lorsqu’on a une grande quantité de données Y1 ... Y, de variance connue?l, suivant une loi
normale N(,u,az). Soit Y la moyenne de I’échantillon et g la norme choisie. Soit zqps un indicateur
de la différence Y — ug. Le plus zgps est grand le plus la probabilité que Hy soit fausse montent. z suit
une distribution normale standard.

V(Y — o)

o

Zohs =

la p-valeur est la probabilité d’obtenir un resultat z plus extréeme de Zgps :

— p-—valeur = 1 — ®(zqps) pour un test unilatéral ;
— p—valeur = 2(1 — ®(zgps)) pour un test biilatéral ;

Pour réjeter Ho, ce valeur doit étre plus petit du « choisi.
On rejette Ha contre Ho(u = wo)
— Ha(u # o) 3? |Zobs| = Za /2
— Ha(u > o) si Zops > 2
— Ha(u < uo) Si Zops < =24

1Sj on connait X on connait aussi la variance !
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9.4 t-test pour un échantillon

Lorsque la variance est inconnue, et on a peu de valeurs (moins de ~ 120), on utilise le t-test,
ou test Student. On pose :
V(Y — o)

tops= ————— ~ t(n—l)
2

Sh
ou s3 = 1; 3 (X — X)? est un estimateur de la variance. On veut calculer t(_1)(tops) pour définir
la p-valeur. Comme les tables de la loi de Student ne montrent que des valeurs critiques, on cherche
dans la ligne tn-1) les valeurs parmi lesquels tops est inclu; ¢a donne une idée de I’entité de la
p-valeur, a comparer avec le « choisi.

On rejette

— Ha(u # o) si [tobs| > th-1(a/2)

— Ha(u > o) si tops > th-1()

— Ha(u < po) si tops < —th-1(a)

9.5 z-test et t-test pour deux échantillons

Soient deux échantillons de méme varlance 0_2 suivant une loi Normale. On consideére la diffé-

rence X — Y, qui suit une loi Normale N( ) Pour un z-test bilatéral, on rejette Hg si |X Y|

est trop grand :
- - 1 1
_ 2= 4 =
X Y|zz(a/2),/a (n+m).

Si on ne connait pas la variance, on I’estime et on I’utilise pour un test de Student.

o M- X)2+ 2 (V)= Y)>
n+m-2

Sous Hp on adonc:

—~
X
|
X
N—

~thtm-2

S
Sl

+
3=

Pour un t-test, on réjette Ho si :

X -Y
| | > them-2(@/2), pour un test uy # py
oi+d
XY
——— >tpym-2(a), pour un test uy > uy
ot+d
X-Y

< —them-2(@), pour un test uy <y

3=
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0.6 z-test et t-test pour deux échantillons appariés

Si on a deux échantillons X;...X, et Y1...Yn, on crée n des couples (X;,Y;) ou les deux com-
posantes du couple sont semblables. Soit Z; = X; —Y;; on pose Hp : 6§ = 0 contre Ha : 6 # 0, ou
0=E(Z).

l n
Sachant que s® = Z Zi —Z)?, on réjette si :

n-1 =

|ﬂ > th-1(a/2)

On utilise dans ce cas un t-test pour des échantillons appariés.
Si on connait la variance, un autre possibilité est le z-test apparié :

>2q/2

9.7 Tests khi-deux

Le test Khi-deux de Pearson est utilisé pour tester I’adéquation d’une distribution théorique a
des données.

On effectue r fois une expérience aléatoire, avec s paramétres. Soient E; I’espérance d’observa-
tions de type i sous Ho et O; le nombre d’observations de type i. On rejette Hg si :

Z(Ou E) (-

9.7.1 Test d’indépendance

Soit un échantillon de taille n dans lequel pour chaque individu on mesure deux variables qui ont
respectivent | et J valeurs possibles, on se demande Si ces deux variables sont indépendantes. Soient

H 1 \ 2 | ... [ 3|

1] 011|012 O1g || O1

21 O21 | O22 O24 || O2
Oij

F'O11]O012] - |O1g| O

|01 [0z [Os]n

.~ O O;
Soit pi_Feth Y , onadonc Ejj = pipjn.
On teste Hp : pi,j = piq; (soit les deux variables sont dépendantes) contre Ha : les variables sont

dépendantes . On compare le tableau empirique avec un tableau de méme dimension contenant les
espérances théoriques. Chaque case de ce deuxieme tableau se calcule ainsi : Ej j = np;q;j.

On reéjette Hg si
(Olj EI])
izj: Eij = W v 1)( ~a)

Ce test est valable si tout Ej j > 5 et si n > 10.
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9.8 Tests non paramétriques (Test de Wilcoxon)

9.8.1 Echantillons non appariés

Sionn’apas d’informations précises sur la loi, et donc son parameétre, suivie par I’échantillon,
on utilise des tests non paramétriques. Soient Xi...Xp et Y1... Yy, deux échantillon a comparer.

Le test Mann-Whitney-Wilcoxon utilise le rang : on trie la suite (X1, Xo,...,Xn,Y1,...,Yn) enordre
croissant. R; correspont a la position du ™€ X dans la suite triée2.

Sinnm>10ona:
n
W:ZRi ~N(n(n+m+1)’nm(n+m+1))
i=1

2 12

Soit Hy : les échantillons suivent la méme loi. On réjette Ho si :

(5rRy) - Mot

mn(n+m+1))
12

> 2(/2), pour un test uy # uy

(Z.n Ri) _ n(n+£n+1)
\/W
12

(Z:q Ri) _ n(n+2m+l)

mn(n+rm1))
12

> z(a), pour un test uy > uy

< -z(a), pour un test uy < py

0.8.2 Echantillons appariés

Il existe un Test Wilcoxon pour deux échantillons appariés®. On divise les deux échantillons X et
Y de méme taille en n couples, dont on calcule la différence D; = X; — Y;. On range les D; en ordre
croissant, et on pose :

n
W* =) Rilsv)
i=1

ca signifie gu’on somme seulement les positions des couples dans lesquelles X; > Y;. Pour n > 10, on
a:

+ nin+1) n(in+1)(2n+1)
W NN( 4 24 )

2Si on a par exemple la suite triée suivante (X, Ya, Y1,X1,X3,Y2)ona: Ry =1, Ry =4 et R3 = 5.
311 n’y a aucun lien entre X; et Y;
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(X [0 [ X [0 [ x [0 [ x [0 [ X [ (9 |

0,00

0,500

0,60

0,726

1,20

0,885

1,80

0,964

2,40

0,992

0,02

0,508

0,62

0,732

1,22

0,889

1,82

0,966

2,42

0,992

0,04

0,516

0,64

0,739

1,24

0,893

1,84

0,967

2,44

0,993

0,06

0,524

0,66

0,745

1,26

0,896

1,86

0,969

2,46

0,993

0,08

0,532

0,68

0,752

1,28

0,900

1,88

0,970

2,48

0,993

0,10

0,540

0,70

0,758

1,30

0,903

1,90

0,971

2,50

0,994

0,12

0,548

0,72

0,764

1,32

0,907

1,92

0,973

2,52

0,994

0,14

0,556

0,74

0,770

1,34

0,910

1,94

0,974

2,54

0,994

0,16

0,564

0,76

0,776

1,36

0,913

1,96

0,975

2,56

0,995

0,18

0,571

0,78

0,782

1,38

0,916

1,98

0,976

2,58

0,995

0,20

0,579

0,80

0,788

1,40

0,919

2,00

0,977

2,60

0,995

0,22

0,587

0,82

0,794

1,42

0,922

2,02

0,978

2,62

0,996

0,24

0,595

0,84

0,800

1,44

0,925

2,04

0,979

2,64

0,996

0,26

0,603

0,86

0,805

1,46

0,928

2,06

0,980

2,66

0,996

0,28

0,610

0,88

0,811

1,48

0,931

2,08

0,981

2,68

0,996

0,30

0,618

0,90

0,816

1,50

0,933

2,10

0,982

2,70

0,997

0,32

0,626

0,92

0,821

1,52

0,936

2,12

0,983

2,12

0,997

0,34

0,633

0,94

0,826

1,54

0,938

2,14

0,984

2,74

0,997

0,36

0,641

0,96

0,831

1,56

0,941

2,16

0,985

2,76

0,997

0,38

0,648

0,98

0,836

1,58

0,943

2,18

0,985

2,78

0,997

0,40

0,655

1,00

0,841

1,60

0,945

2,20

0,986

2,80

0,997

0,42

0,663

1,02

0,846

1,62

0,947

2,22

0,987

2,82

0,998

0,44

0,670

1,04

0,851

1,64

0,949

2,24

0,987

2,84

0,998

0,46

0,677

1,06

0,855

1,66

0,952

2,26

0,988

2,86

0,998

0,48

0,684

1,08

0,860

1,68

0,954

2,28

0,989

2,88

0,998

0,50

0,691

1,10

0,864

1,60

0,955

2,30

0,989

2,90

0,998

0,52

0,698

1,12

0,869

1,72

0,957

2,32

0,990

2,92

0,998

0,54

0,705

1,14

0,873

1,74

0,959

2,34

0,990

2,94

0,998

0,56

0,712

1,16

0,877

1,76

0,961

2,36

0,991

2,96

0,998

0,58

0,719

1,18

0,881

1,78

0,962

2,38

0,991

2,98

0,999

Tas. 1 — Distribution d’une variable normale centrée réduite N(0, 1)
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Vo aid(1%)  a@(25%)  axd(5%)  ax(95%) qyd(97.59%) qxd(99%)
1 ]0,031571 0,0°9821 0,003932 3,841 5,024 6,635
2 | 0,02010 0,05064  0,1026 5,991 7,378 9,210
3 | 0,1148 0,2158 0,3518 7,815 9,348 11,34
4 | 0,2971 0,4844 0,7107 0,488 11,14 13,28
5 | 0,5543 0,8312 1,145 11,07 12,83 15,09
6 | 0,8721 1,237 1,635 12,59 14,45 16,81
7 1,239 1,690 2,167 14,07 16,01 18,48
8 1,646 2,180 2,733 15,51 17,53 20,09
9 2,088 2,700 3,325 16,92 19,02 21,67
10 | 2,558 3,247 3,940 18,31 20,48 23,21
11 | 3,053 3,816 4,575 19,68 21,92 24,72
12 | 3,571 4,404 5,226 21,03 23,34 26,22
13 | 4,107 5,009 5,892 22,36 24,74 27,69
14 | 4,660 5,629 6,571 23,68 26,12 29,14
15 | 5,229 6,262 7,261 25,00 27,49 30,58
16 | 5,812 6,908 7,962 26,30 28,85 32,00
17 | 6,408 7,564 8,672 27,59 30,19 33,41
18 | 7,015 8,231 9,390 28,87 31,53 34,81
19 | 7,633 8,907 10,12 30,14 32,85 36,19
20 | 8,260 9,501 10,85 31,41 34,17 37,57
21 | 8,897 10,28 11,59 32,67 35,48 38,93
22 | 9,542 10,98 12,34 33,92 36,78 40,29
23 | 10,20 11,69 13,09 35,17 38,08 41,64
24 | 10,86 12,40 13,85 36,42 39,36 42,98
25 | 11,52 13,12 14,61 37,65 40,65 44,31
26 | 12,20 13,84 15,38 38,89 41,92 45,64
27 | 12,88 14,57 16,15 40,11 43,19 46,96
28 | 13,56 15,31 16,93 41,34 44,46 48,28
29 | 14,26 16,05 17,71 42,56 45,72 49,59
30 | 14,95 16,79 18,49 43,77 46,98 50,89
32 | 16,36 18,29 20,07 46,19 49,48 53,49
34 | 17,79 19,81 21,66 48,60 51,97 56,06
36 | 19,23 21,34 23,27 51,00 54,44 58,62
38 | 20,69 22,88 24,88 53,38 56,90 61,16
40 | 22,16 24,43 26,51 55,76 59,34 63,69
50 | 29,71 32,36 34,76 67,50 71,42 76,15
60 | 37,48 40,48 43,19 79,08 83,30 88,38
70 | 45,44 48,76 51,74 90,53 95,02 100,4
80 | 53,54 57,15 60,39 101,9 106,6 112,3
90 | 61,75 65,65 69,13 113,1 118,1 124,1
100 | 70,06 74,22 77,93 124,3 129,6 135,8

Tas. 2 — Table des quantiles de la loi y2
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Loi Notation Espérance Variance Fréquences fx(k)
Binomiale Bin(n, p) np np(1 - p) ( E ) pk(1 - p)-k
: 1 1-
Géométrique G(p) 0 ( pzp) p(1-p)<?
n n(l-
Binomiale négative BN(n, p) o n ( - P)
. /lk
Poisson P(1) A Pl He—a
)05
. B B B n-1 k n—k
Hypergéome HG(n,N, B s =(1-2)(2-
ypergéométrique (n ) U Iy 1 N (1 N 1) N
n
Loi Notation Espérance Variance Densité fx(x)
2 2 1
Normale N(u, o) 7, o T a2
VZroe o
_h)2
Uniforme U(a,b) et (@—b) 1
2 12 b-a
Exponentielle () L 1 JQe—4X
A A2
A
Gamma [(a, 1) % % @( Ax)?~Llg=Ax

Tas. 3 — Propriétés des lois discrétes et continues les plus souvent utilisés
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Bin(n, p) ~ N ((np, np(1-p))
Bin(n, p) ~ P(np) si n grand et p petit
P(1) ~ N(2,1) pour A >>1

Tas. 4 — Approximation de quelgue loi
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