
Résumé de re
her
he opérationnelleAuteur : Samuel Robyr 1, 9 juillet 2006. Dernière version sur http://epfl.neo
h.net/1 Chaînes de Markov1.1 Dé�nitions� Un pro
essus sto
hastique est une 
olle
tion de variables aléatoires {Xt, t ∈ T} ave
 Xt = état du pro
essusau temps t (Xt ∈ S).� Un pro
essus sto
hastique dont l'ensemble des états S est �ni ou dénombrable est appelé une 
haîne.� Un pro
essus est à temps 
ontinu lorsque l'ensemble T est non dénombrable : typiquement T = R+.� Un pro
essus est à temps dis
ret lorsque l'ensemble T est �ni ou dénombrable : typiquement T = Z+.� Un pro
essus est markovien si, pour tout instant t, l'état 
ourant Xt résume, à lui seul, tout l'historiquedu système sus
eptible d'in�uen
er son évolution future.� Une évolution parti
ulière du pro
essus est appelée une traje
toire.1.2 Chaînes de Markov à temps dis
ret1.2.1 Matri
e de transitionLa matri
e de transition P peut être représenté par un graphe représentatif G.
P est sto
hastique ⇐⇒ pij ≥ 0 ∀ i, j;

∑

j pij = 1 ∀ iLa probabilité de transition de i à j en m étapes est donnée par l'élément ij de la matri
e P élevée à lapuissan
e m : (P m)ij ave
 P 0 = I et P 1 = P .1.2.2 Classi�
ation1. Déterminer les 
lasses en 
al
ulant les 
omposantes fortement 
onnexes du graphe G de la 
haîne.2. Construire le graphe réduit GR dont les sommets sont les 
lasses de la 
haîne et en déduire la 
lassi�
ationdes 
lasses et des états.Une 
lasse est :� persistante si elle n'a pas de sommet su

esseur.� transitoire si elle a au moins un sommet su

es-seur.� absorbante si elle est persistante et 
omposée d'1seul état.
Un état est :� persistant s'il appartient à une 
lasse persistante.� transitoir s'il appartient à une 
lasse transitoire.� absorbant s'il appartient à une 
lasse absorbante(pii = 1).3. Classi�er la 
haîne :� Elle est irrédu
tible si elle n'a qu'une seule 
lasse, sinon elle est rédu
tible.� Elle est absorbante si tous ses états persistants sont absorbants.� Elle est ergodique si elle possède une seule 
lasse persistante et 
ette 
lasse est apériodique. Le 
as leplus fréquent est quand on a une 
haîne irrédu
tible et apériodique.Remarque 1.1. La période d de l'état i est égale au plus grand 
ommun diviseur de tous les n pour lesquels

p
(n)
ii > 0.
1Ce résumé est une version modi�ée de Re
her
he Opérationnelle é
rit par François Bo
hatay & Christina Hauenstein. Il 
ontientaussi des parties de Formulaire de Re
her
he Opérationnelle é
rit par Arnaud Zu�ery. Un grand mer
i à tous pour avoir é
rit etdistribué 
es do
uments. Page 1.

1.2.3 Étude des 
lasses persistantesPour 
haque 
lasse persistante1. Déterminer sa période :La période est le plus grand 
ommun diviseur des longueurs des 
ir
uits (nb d'ar
s) du graphe de transitionde la 
lasse.La 
lasse est de période d si d > 1. Si d = 1 la 
lasse est apériodique.2. Cal
uler sa distribution stationnaire : π =
(

π1 . . . πn

) solution (unique) de {
πP = π

π1 = 1

P est i
i la matri
e de transition de la sous-
haîne asso
iée à la 
lasse persistante.Cette distribution est unique si la 
haîne est irredu
tible. Plus généralement, toute 
haîne possédant uneseule 
lasse persistante possède une seule distribution stationnaire. Attention ! Il n'y a 
onvergen
e vers
ette distribution (indépendamment de la dist. initiale) que si la 
lasse persistante est apériodique.Exemple 1.1 Cal
ul de la distribution stationnaire. Pour 
al
uler la distribution stationnaire il faut
ommen
er par transposer la matri
e P (πP = π est équivalent à P TπT = π). On é
helonne alors la matri
e
[
P TπT

], par exemple :




1/3 0 1 π1

1/3 0 0 π2

1/3 1 0 π3



 ⇔





1 0 1 3π2

0 1 0 π3 − π2

0 0 1 π1 − π2



 ⇔







π1 = 3
π2 = 1
π3 = 2Dans l'example on a �xé (arbitrairement) π2 = 1. Or π1 = 1. Il faut don
 normaliser la distribution qu'onvient de trouver. On a 3 + 1 + 2 = 6, d'où π =

(
3

6
,
1

6
,
2

6

)

=

(
1

2
,
1

6
,
1

3

)

�1.2.4 Étude des états transitoires1. Contra
ter les 
lasses persistantes a�n d'obtenir une 
haîne absorbante 22. Mettre la matri
e de transition de la 
haîne sous forme 
anonique :Réordonner les sommets dans la matri
e :� les sommets persistants sont numérotés en premier.� les sommets d'une 
lasse sont numérotés 
onsé
utivement.Si la 
haîne à k 
lasses persistantes, la matri
e sous forme 
anonique à la forme suivante :
P ′ =








P 1 0 0. . . ...
0 P k 0

R1 · · · Rk Q








si la 
haîne est absorbante : P ′ =

(
I 0

R Q

)

3. Cal
uler la matri
e fondamentale N = (I − Q)−1 et la matri
e des probabilités d'absorption
B = NR.Remarque 1.2. Dans le 
as d'une matri
e 2 × 2 A =

(
a b
c d

), on a A−1 =
1

det A

(
d −b
−c a

)1.2.5 Interprétation� La probabilité (stationnaire) d'être dans l'état i est donnée par πi.� La proportion du temps passé dans l'état i est πi.� Le nombre moyen de transitions entre 2 visites su

essives de l'état i est donné par 1/πi.� Le nombre moyen de périodes passées dans l'état transitoire j partant de l'état transitoire i, avant absorp-tion, est l'élément nij de la matri
e N .2fa
ultatif, mais 
onseillé : très souvent simpli�e énormement les 
al
uls.Page 2.



� Le nombre moyen de transitions avant d'atteindre un état absorbant en partant de l'état transitoire i estla somme des éléments de la ie ligne de N .� La probabilité d'être absorbé par l'état j en partant de l'état transitoire i est donnée par l'élément bij dela matri
e de B = NR = (I − Q)−1R.� La probabilité d'aller de i à j en m étapes exa
tement est
P

(m)
ij = P [Xm = j|X0 = i] =

∑

k∈S

P [Xm = j|Xm−1 = k1]·P [Xm−1 = k1|Xm−2 = k2]·. . .·P [X1 = km−1|X0 = i]1.3 Chaînes de Markov à temps 
ontinu1.3.1 Probabilités et matri
es de transitionLes probabilités de transition au temps t : pij(t) = P [Xt = j|X0 = i]La matri
e (des probabilités) de transition au temps t : P (t) = (pij(t)). On suppose toujours P (0) = I.1.3.2 Classi�
ationLa 
lassi�
ation est la même que pour une 
haîne de Markov à temps dis
ret augmentée des dé�nitionssuivantes :Classe et état. Dans les 
haînes à temps 
ontinu, les 
lasses et états persistants sont appelés ré
urrents.Chaîne. Elle est régulière ssi le nombre de transition qu'elle e�e
tue dans un intervalle de temps �ni est �ni.Toute 
haîne ayant un nombre �ni d'état est régulière.Une 
haîne est irrédu
tible si tous ses états 
ommuniquent deux à deux.Une 
haîne ergodique est aussi appelée ré
urrente non nulle.1.3.3 Stru
ture/Interprétation� Le temps de séjour τi dans un état i est une variable aléatoire exponentielle de paramètre λi ne dépendantque de i.� La probabilité de passage quittant l'état i pour aller en j, notée qij est indépendante de t et de τi.� La suite des états visités par un 
haîne de Markov à temps 
ontinu forme une 
haîne de Markov à tempsdis
ret, appelée 
haîne induite ou sous-ja
ente et donnée par sa matri
e de transition Q = qij ave
 qii = 0.� Le temps de séjour du pro
essus dans l'était i est 1/λi.� Le temps moyen en partand de l'état i avant t'être absorbé par l'état j est T̄ =
∑

j

1

λj

nij .� Si au temps t = 0 le pro
essus est dans l'état i, la probabilité qu'il ne l'ait pas quitté au temps t = tn est
P [τ > tn|X(0) = i] = 1 − F (tn) = 1 −

(
1 − e−tnλi

)
= e−tnλi = e−tn−aii1.3.4 Loi exponentielleLa loi exponentielle est la seule loi 
ontinue sans mémoire.Soit X une variable aléatoire exponentielle de paramètre α (α > 0) :

P [X ≤ x] = F (x) =

{
1 − e−αxx ≥ 0
0 x < 0La densité de X est f(x) =

{
αe−αxx ≥ 0
0 x < 0L'espéran
e de X est E[X] = 1/α et sa varian
e Var[X] = 1/α2.

i est un état absorbant ssi i est une variable aléatoire exponentielle de paramètre αi = 0. Si 
e paramètre égalà l'in�ni alors la variable ne prend qu'une valeur : 0, 
'est un état dont on sort tout de suite P |X ≤ x| donne laprobabilité de sortir de l'état pour t ≤ x, et E[X] donne le temps moyen de séjour.Page 3.

1.3.5 Matri
e génératri
eSoit la matri
e A (matri
e d'intensité) :
aij =

{
−λi si i = j (intensité de passage hors de i)
λiqij si i 6= j (intensité de transition de i à j)ave
 aij > 0 si i 6= j et ∑

j

aij = 0 −→ graphe représentatif de A.1.3.6 Matri
e de transition de la 
haîne sous-ja
enteLe matri
e de transition Q de la 
haîne de Markov à temps dis
ret sous-ja
ente peut être retrouvée à l'aidede la matri
e génératri
e à l'aide des règles suivantes :
qij =







−
aij

aii
si aii < 0 et j 6= i

0 si aii = 0 et j 6= i
0 si aii < 0 et j = i
1 si aii = 0 et j = i1.3.7 Équations de KolmogorovÉquation du futur : P ′(t) = AP (t) Équation du passé : P ′(t) = P (t)A1.3.8 DistributionDistribution initiale : ~π(0)Probabilité d'observer le pro
essus dans l'état i au temps t : ~π(t) = ~π(0)P (t)Distribution stationnaire : {

πA = 0

π1 = 1Ce système a une solution unique si la 
haîne est ergodique (ré
urrente non nulle).Exemple 1.2 Cal
ul de la distribution stationnaire. Pour 
al
uler la distribution stationnaire il faut 
om-men
er par transposer la matri
e A (πA = 0 est équivalent à AT πT = 0), puis l'é
helonner-reduire, et on obtientpar exemple : 



1 0 −1/5 0
0 1 −1/5 0
0 0 0 0



La suite des 
al
uls est du domaine de l'algèbre linéaire. La variable π3 est libre (toute la troisième ligne vaut 0).On �xe alors (arbitrairement) π3 = 1. D'où :
0π1 + 1π2 −

1

5
π3 = 0 ⇒ π2 =

1

5et de la même façon on obtient π1 = 1/5. On a don
 π =

(
1

5
,
1

5
, 1

)Or π1 = 1. Il faut don
 normaliser la distribution qu'on vient de trouver.On a 1

5
+

1

5
+ 1 =

7

5
, d'où π =

(
1/5

7/5
,
1/5

7/5
,

1

7/5

)

=

(
1

7
,
1

7
,
5

7

)

�� Équation du bilan −πiaii =
∑

j 6=i

πjaii� Taux de transition hors de l'état i : −πiaii� Taux de transition dans l'état i : ∑

j 6=i

πjaii

� Proportion de temps passé dans l'état i : πi� Espéran
e du temps entre deux visites 1
πiαiPage 4.



1.3.9 Pro
essus de naissan
e et de mortDepuis i, les transitions se font que vers i − 1 (mort) ou i + 1 (naissan
e).Taux de naissan
e : λi, Taux de mort : µiLe pro
essus reste dans l'état i pendant une durée aléatoire exponentielle de paramètre αi = λi + µi.Lorsqu'il quitte l'état i, il se retrouve dans l'état i − 1 ou i + 1 ave
 une probabilité
qi,i−1 =

µi

λi + µi

qi,i+1 =
λi

λi + µiPro
essus de Poisson C'est un pro
essus de naissan
e pur à taux 
onstant : λi = λ et µi = 0 ∀i.Distribution de Poisson : πi(t) = P [Xt = i|X0 = 0] =
(λt)i

i!
e−λt, i = 0, 1, . . .1.3.10 Files d'attentes 3Temps moyen d'exé
ution. Le temps moyen d'exé
ution d'une tâ
he régie par une variable aléatoire estl'espéran
e de 
ette dernière.Espéran
es et varian
es Propriétés : σ2

A+B = σ2
A + σ2

B (pour A et B indépendants).
X ∼ U(a, b) E[X] =

a + b

2
σ2

X =
(b − a)2

12
Y ∼ ε(λ) E[Y ] =

1

λ
σ2

Y =
1

λ2Exemple 1.3 File d'attente. Soit une �le M/M/1 - FIFO stable en régime stationnaire. Si on note N lavariable aléatoire représentant le nombre de personnes présentes à un instant quel
onque dans la �le, on a
P [N = k] = πk = (1 − ρ)ρk et la probabilité qu'il y ait au moins k 
lients présents dans un tel système est

P [N ≥ k] =
∞∑

i=k

P [N = i] =
∞∑

i=k

πi =
∞∑

i=k

(1 − ρ)ρi = (1 − ρ)ρk

∞∑

i=0

ρi = (1 − ρ)ρk 1

(1 − ρ)
= ρk

�Exemple 1.4 Reseaux de Ja
kson. Des piè
es arrivent selon un pro
essus de Poisson de paramètre γ = 1 dansun atelier 
omposé de quatre ma
hines M1, . . . , M4 dont les temps de traitement obéissent à des lois exponentiellesindépendantes de paramètres respe
tifs µ1 = 5/2, µ2 = 2, µ3 = 3/2, µ4 = 5/2. Sa
hant que :� les piè
es pénètrent dans l'atelier par M1 et le quittent par M4 ;� la probabilité qu'une piè
e soit traitée in
orre
tement par une ma
hine et doive don
 être retraitée (par
ette ma
hine) est de 1/5 pour M1 et M2, de 1/10 pour M3, et de 0 pour M4 ;� les piè
es 
orre
tement traitées par M1 sont a
heminées ave
 probabilités égales vers M2 ou M3, alors que
elles traitées par M2 ou M3 sont dire
tement envoyées vers M4.Les réseaux de Ja
kson nous permettent de 
al
uler (entre autre) les éléments suivants� La matri
e de routage R du réseau de Ja
kson s'é
rit : R =







1
5

2
5

2
5

0
0 1

5
0 4

5

0 0 1
10

9
10

0 0 0 0





et le ve
teur λ des taux e�e
tifs d'arrivée dans les �les est donné par l'unique solution du système λ = γ+λRoù γ = (1 0 0 0) est le ve
teur des taux d'arrivée externes. Après 
al
ul on trouve λ = (5

4
5
8

5
9

1)� Le système est stable si et seulement si ρi = λi

µi
< 1∀i = 1 . . . 4, 
e qui est le 
as.� Le système se 
omporte 
omme 4 �les M/M/1 indépendantes d'intensité ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 et la distributionstationnaire du réseau vaut don
 : π∗(x1, x2, x3, x4) =

4∏

i=1

(1− ρi)ρ
xi

i où xi dénote le nombre de piè
es dansla ma
hine i.� La ma
hine 
ritique est la ma
hine ave
 le ρ (intensité du tra�
) maximale, 
'est à dire la ma
hine M1� Le nombre moyen de piè
es dans le système N̄ est la somme des N̄i, où N̄i = λi

µi−λi
est le nombre moyen depiè
es pour la ie ma
hine. Pour 
al
uler le temps moyen né
essaire au traitement d'une piè
e, on utilise laformule de Little : T̄ = N̄

γ1� Le nombre moyen de piè
es quittant l'atelier vaut rsortieλ4 = 1 · 1 = 1
�3Un résumé o�
iel sur le �les d'attentes est disponible sur le site du 
ours. Cette se
tion 
ontient que quelque ajout mineur.Page 5.

2 Programmation dynamique 42.1 ModélisationSystème dynamique� Étapes N� État xk ave
 k ∈ {1, . . . , N + 1}� Ensemble Sk des états à l'étape k� État initial x1� État terminal xN+1� Dé
ision uk� Ensemble Ck des dé
isions possibles à l'étape k� Ensemble Uk(xk) des dé
isions admissibles dansl'état xk à l'étape k� Fon
tion de transfert fk(xk, uk, ωk) = xk+1

Fon
tion 
oût� Fon
tion de 
oût/gain gk(xk, uk, ωk)� Coût/gain terminal gN+1(xN+1)� Coût/gain total : gN+1(xN+1) +
N∑

k=1

gk(xk, uk, ωk)� Équation de ré
urren
e de l'utilité maximale :
Jk(xk) = max

uk∈Uk(xk)
[gk(xk, uk, ωk) + Jk+1(xk+1)]

2.2 RésolutionPour la résolution du problème on utilise l'équation de ré
urren
e de l'utilité maximale Jk(xk) pour 
onstriureles tablaux, qui sont de la forme
xk Jk(xk, 0) Jk(xk, 1) Jk(xk) µ∗

k(xk) = u∗
k01. . . . . . . . . . . . . . .� La 1ère 
olonne 
ontient l'état possible au moment k.� Les 
olonnes suivantes 
ontiennent le 
oût en fon
tion de la dé
ision prise ; l'avant dernière 
olonne 
ontientle 
oût maximum que l'on peut obtenir à l'étape k.� La dernière 
olonne donne le nombre d'objets 
hoisi pour avoir un 
oût maximum.Exemple 2.1 Programmation dynamique. Un éleveur doit se réapprovisionner en aliments se
s pour ses
hiens. Pour 
ela il se rend dans un magasin spé
ialisé en nourriture pour animaux ave
 b fran
s en po
he.Le magasin propose N aliments se
s di�érents, 
haque produit étant 
ara
térisé par son prix vi (en fran
s) etson poids pi (en kilogrammes). L'éleveur 
her
he à a
heter une quantité maximale d'aliments (toutes marques
onfondues) sans dépasser son budget b.On peut modéliser 
e problème ainsi :Système dynmique à temps dis
ret� Le système 
omprend N étapes, 
orrespondant aux N types d'aliments à disposition.� L'état xk à l'étape k (k = 1, . . . , N + 1) 
orrespond au budget en
ore disponible pour les aliments detypes k, . . . , N .� L'ensemble Sk d'états possibles à l'étape k (k = 1, . . . , N + 1) est Sk = {0, 1, . . . , b}.� L'état initial x1 est égal à b, le budget total.� L'état �nal xN+1 représente l'argent non dépensé.� La dé
ision uk prise à l'étape k (k = 1, . . . , N) représente le nombre de sa
s d'aliment k a
hetés.� L'ensemble Ck de dé
isions possibles à l'étape k (k = 1, . . . , N) est Ck =

{

uk ∈ Z
+|0 ≤ uk <

⌊
b
vk

⌋}� L'ensemble Uk(xk) des dé
isions admissibles dans l'état xk à l'étape k (k = 1, . . . , N) est Uk(xk) =
{

uk ∈ Z
+|0 ≤ uk <

⌊
xk

vk

⌋}� Le problème étant déterministe, les perturbations ωk, les espa
es Ω(k) et les lois Hk(·) n'ont pas besoind'être dé�nis.� Si à l'étape k (k = 1, . . . , N), l'éleveur dé
ide d'a
heter uk sa
s d'aliment k, son budget a
tuel xk estdiminué de vkuk. La fon
tion de transfert du système dynamique est don
 xk+1 = fk(xk, uk) = xk − vkuk,
k = 1, . . . , N .4Un résumé o�
iel sur la programmation dynamique est disponible sur le site du 
ours. Cette se
tion 
ontient que quelque ajoutmineur. Page 6.



Fon
tion 
oût� Le gain gk de l'étape k est gk(xk, uk) = pkuk, la quantité d'aliment k a
hetée.� Le gain terminal est gN+1(xN+1) = 0.� Le gain total, à maximiser est N∑

k=1

gk(xk, uk) + gN+1(xN+1) =

N∑

k=1

pkukOn résout maintenant le programme dynamique formulé ave
 les données suivantes (budget b = 60) :Aliments k 1 2 3 4Prix vk 20 30 40 50Poids pk 10 15 30 40Étape k = 1, v1 = 20, p1 = 10

x1 J1(x1, 0) J1(x1, 1) J1(x1, 2) J1(x1, 3) J1(x1) µ∗
1(x1) = u∗

10 0+0=0 - - - 0 010 0+0=0 - - - 0 020 0+0=0 10+0=10 - - 10 130 0+0=0 10+0=10 - - 10 140 0+0=0 10+0=10 20+0=20 - 20 250 0+0=0 10+0=10 20+0=20 - 20 260 0+0=0 10+0=10 20+0=20 30+0=30 30 3Étape k = 2, v2 = 30, p2 = 15

x2 J2(x2, 0) J2(x2, 1) J2(x2, 2) J2(x2) µ∗
2(x2) = u∗

20 0+0=0 - - 0 010 0+0=0 - - 0 020 0+10=10 - - 10 030 0+10=10 15+0=15 - 15 140 0+20=20 15+0=15 - 20 050 0+20=20 15+10=25 - 25 160 0+30=30 15+10=25 30+0=30 30 {0,2}Étape k = 3, v3 = 40, p3 = 30

x3 J3(x3, 0) J3(x3, 1) J3(x3) µ∗
3(x3) = u∗

30 0+0=0 - 0 010 0+0=0 - 0 020 0+10=10 - 10 030 0+15=15 15 040 0+20=20 30+0=30 30 150 0+25=25 30+0=30 30 160 0+30=30 30+0=40 40 1
Étape k = 4, v4 = 50, p4 = 40

x4 J4(x4, 0) J4(x4, 1) J4(x4) µ∗
4(x4) = u∗

40 0+0=0 - 0 010 0+0=0 - 0 020 0+10=10 - 10 030 0+15=15 15 040 0+30=30 - 30 050 0+30=30 40+0=40 40 160 0+40=40 40+0=40 40 {0,1}On obtient ainsi les solutions optimales 





u∗
4 = µ∗

4(60) = 1
u∗

3 = µ∗
3(10) = 0

u∗
2 = µ∗

2(10) = 0
u∗

1 = µ∗
1(10) = 0

ou bien 





u∗
4 = µ∗

4(60) = 0
u∗

3 = µ∗
3(60) = 1

u∗
2 = µ∗

2(20) = 0
u∗

1 = µ∗
1(20) = 1

�
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2.3 Algorithme de Wagner WhitinSoient dt la demande, Kt les 
oûts �xes, ct les 
oûts unitaires de produ
tion et ht 
eux de sto
kage durant lapériode t.� 
al
ul des cij, le 
oût engendré par une produ
tion à la période i de la quantité né
essaire à satisfaire lademande jusqu'à la période j :
cij = Ki + ci

j
∑

t=i

dt

︸ ︷︷ ︸
oût de produ
tion +

j−1
∑

t=i

ht

j
∑

k=t+1

dk

︸ ︷︷ ︸
oût de sto
kage� 
al
ul du 
oût optimal pour les périodes i à N via les équation de ré
urren
e suivantes :
Ji = min

i≤j≤N
(cij + Jj+1) i = N, . . . , 1

JN+1 = 0Le 
oût optimal est donné par J1.Exemple 2.2. Soient les données et les cij 
al
ulés :
t dt Kt ct ht1 4 30 5 32 10 20 8 53 10 30 5 44 8 40 3 - cij 1 2 3 41 50 134 268 4082 - 100 234 3743 - - 80 1564 - - - 64Les tables optimales (formulation en avant) sontalors

Jf
1 = 0 + 50 = 50

Jf
2 = min

{
0 + 134 = 134

50 + 100 = 150

Jf
3 = min







0 + 268 = 268
50 + 234 = 284
134 + 80 = 214

Jf
4 = min







0 + 408 = 408
50 + 374 = 424
134 + 156 = 290
214 + 64 = 278On a alors

i 1 2 3 4
Jf

i 50 134 214 278
µ∗(i) 1 1 3 4Le 
oût du plan de produ
tion optimal est Jf

5 = 278.

Les tables optimales (formulation en arrière) sontalors
J b

4 = 64 + 0 = 64

J b
3 = min

{
80 + 64 = 144

156 + 0 = 156

J b
2 = min







100 + 144 = 244

234 + 64 = 298
374 + 0 = 374

J b
1 = min







50 + 244 = 294
134 + 144 = 278

268 + 64 = 332
408 + 0 = 408On a alors

i 4 3 2 1
J b

i 64 144 244 278
µ∗(i) 4 3 2 2Le 
oût du plan de produ
tion optimal est J b

1 = 278.Les périodes de produ
tion sont les périodes 1, 3 et 4. Le plan optimal est






x1 = d1 + d2 = 4 + 10 = 14
x2 = 0
x3 = d3 = 10
x4 = d4 = 8
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