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Résumé sur les files d’attente et les réseaux

Généralités

Une file d’attente (ou queue) simple
est caractérisée par

— un processus d’arrivée (A),
— un processus de service (.59), —_—
— le nombre m de serveurs (tous iden-

tiques),

Arrivées Attente Service Départs

Processus Discipline Processus Processus
— la Capacité d’accueil K de la file d’arrivée de service de service de départ

(nombre de places d’attente + de ser-
vice) (valeur par défaut : oo),

— la taille P de la population (nombre total de clients susceptibles d’entrer dans le

systeme) (valeur par défaut : 0o),
— une discipline de service D (FIFO, LIFO, SIRO, PS, ...) (valeur par défaut : FIFO).

Notation de Kendall
Forme abrégée : A/S/m Forme complete : A/S/m/K/P/D

Symboles courants pour les processus d’arrivée et de service :
— M : loi exponentielle (memoryless),

— D : loi dégénérée (constante),

— G : loi générale (vrai pour toute loi raisonnable).

Mesures de performance

N : nombre moyen de clients présents (en attente ou en service)
— @ : nombre moyen de clients en attente

S : temps moyen de service (= 1/p)

T : temps moyen de séjour ou de réponse (attente et service)
— W : temps moyen d’attente
— U : taux d’utilisation de chaque serveur

Relations générales

A
— Une file G/G/m (non déterministe) est stable <= |p = — < 1|ou
my

— p est appelé l'intensité du trafic,
— X est le nombre moyen d’arrivées par unité de temps,
— p est le nombre moyen de clients traités par chaque serveur par unité de temps .

— Pour un systéme stable en régime stationnaire on a : [T =W + S|et | N =Q +mU | .
— Formule de Little (valable pour un systeme stable en régime stationnaire) : .

La relation est également valable pour un sous-systeme, par exemple, les places d’at-
tente : QQ = AW.




La file d’attente M /M /1

Graphe représentatif du processus de naissance et mort.
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— intensité du trafic : p = A/

— condition de stabilité; p < 1

— distribution stationnaire : 7} = (1 — p)p*, k =0,1,2,...

— taux d’utilisation du serveur : U =1 — 7T§ =p=A/p

— nombre moyen de clients présents : N = p/(1 — p)

— nombre moyen de clients en attente Q N —U=p*/(1-0p)

— temps moyen de séjour : T' = )\(1 5 = (11 5 = %
— temps moyen d’attente : W = Q = A(fip) = u(lp_p) = fT;)

— fonction de distribution du temps de séjour (discipline FIFO) : Fr(t) = 1 — e #(1=0)t
— fonction de distribution du temps d’attente (discipline FIFO) : Fy () = 1 — pe #(1-0)

La file d’attente M /M /m

Graphe représentatif du processus de naissance et mort.
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— intensité du trafic : p = A/(mpu)

— condition de stabilité : p < 1
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— formule C d’Erlang : ( = P[> m clients présents| = Z = —('T(rip ) ) o
m!(1—p
k=m
. 1 1—p 2—2p
M - i
’ g 1+p 30% + 4p + 2
2p2 9p3
¢ P Y
I+p 3p% +4p +2

— taux d’utilisation de chaque serveur U = p = )\/ (mu)
— nombre moyen de clients présents : N = mp + =

— nombre moyen de clients en attente : Q = £o C

— temps moyen de séjour : T = i(l + #> =S+ (5

¢ _ ¢S
ma(l—p) — m(i—p)

— temps moyen d’attente : W =



La file d’attente M/M/m/K (K > m)

Graphe représentatif du processus de naissance et mort.
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intensité du trafic : p = \/(mpu)

condition de stabilité : la file est toujours stable
distribution stationnaire :
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Attention! le taux effectif d’arrivée n’est plus A\ mais X\ :
K-1
= Z)\WZ =A1—7%)
k=0

taux d’utilisation de chaque serveur : U = (ZZO iTt 4+ Zfimﬂ mwf) /m=XN/mpu

nombre moyen de clients présents : N = Zf{o i

nombre moyen de clients en attente : Q = S5 (i —m)m]
temps moyen de séjour : T = N /N

temps moyen d’attente : W = Q /N

La file d’attente M /G /1

intensité du trafic : p = \/u = AS
condition de stabilité : p < 1

Formule de Pollaczek-Khinchin :

ot C% est le coefficient de variation au carré du temps de service : C2 = 0% /5?

- 1+C2\ p? 1+ C%
QM/G/1=< 25)1—p ( 5 )QM/M/1

_ 1+ C% S 1+C2%\ -
WM/G/1:< 5 S) 1'0_p=( 5 S) Whrmn

Pour le calcul de N et T on utilise les relations :

N=Q+U e T=W+S

avec U = p.



La file d’attente M /G /oo (centre de délai)

— intensité du trafic : p = A/ = \S

— condition de stabilité : la file est toujours stable
— distribution stationnaire : mj = £7p%, k=0,1,...
— nombre moyen de clients présents : N = p = \/pu
— nombre moyen de clients en attente : Q = 0

~ temps moyen de séjour : T =S = 1/u

— temps moyen d’attente : W =0

La file d’attente G/G/m

Approximation basée sur la formule de Pollaczek-Khinchin (exacte pour les files M /M /m
et M/G/1) :

_ CA + C3\ ~
Qa/am = (%) Qni/v/m

Les réseaux de Jackson

Equations de conservation (pour un réseau formé de J files % /M /m;)

J
/\j:’}/j—f—Z)\ﬂ"ij jzl,,J

i=1
ou ; est le taux d’arrivée externe dans la file 7, \; est le taux effectif d’arrivée dans la file
i et 1;; est la probabilité de routage vers la station j d’'un client quittant la station <.

Forme matricielle :

A=v7+AR = AI —-R)=1+.

Pour un réseau ouvert

A=~y(I-R)"'

et le réseau est stable si et seulement si chacune des files le composant 1'est, c¢’est-a-dire
si et seulement si

Aj

mj g

pj = <1 Vi=1,...,J

Distribution stationnaire d’un réseau de Jackson ouvert et stable (distribution a forme
produit) :

J
™(x) =7 (x1, ... ,xy) = Hw;f(xj).

ou I'état & du réseau est le vecteur dont la j¢ composante représente le nombre de clients
présents dans la station j et 77 (z;) est la probabilité stationnaire d’avoir z; clients dans
une file M/M/m; (7} (x;) = 1 — p;)p;’ si m; = 1).

Tout se passe comme si le systeme était formé de J files M/M/m; indépendantes d’in-
tensité respective p1 = Ay /(mip1), ..., p; = Ay/(mypy).

17 mai 2006 — JFH/Arnaud Zufferey



