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Programmation dynamique : définitions, notations et algorithme

Processus de décisions séquentielles

Un processus de décisions séquentielles est formé

– d’un système dynamique à temps discret évoluant pendant un nombre fini de périodes,

– d’une fonction coût additive au fil des périodes.

Système dynamique à temps discret

L’évolution de l’état xk du système est régie par le processus

xk+1 = fk(xk, uk, ωk) k = 1, . . . , N.

Le système débute son évolution dans l’état initial x1 et s’arrête après N périodes ou
étapes dans l’état final xN+1.

Variables

Symbole Définition Domaine de définition

xk

état du système au début de l’étape k (avant la
prise de décision)

∈ Sk, k = 1, . . . , N + 1

uk décision prise pendant l’étape k ∈ Ck, k = 1, . . . , N

ωk

perturbation aléatoire de l’étape k (non connue
lors de la prise de décision)

∈ Ωk, k = 1, . . . , N

Les perturbations ωk sont supposées indépendantes les unes des autres !

Domaines de définition

Symbole Définition

Sk ensemble des états possibles au début de l’étape k, k = 1, . . . , N + 1

Ck ensemble de toutes les décisions possibles pendant l’étape k, k = 1, . . . , N

Uk(xk)
ensemble des décisions admissibles dans l’état xk au début de l’étape k,
k = 1, . . . , N , ∅ 6= Uk(xk) ⊆ Ck

Ωk

ensemble des valeurs possibles pour les perturbations aléatoires de l’étape
k, k = 1, . . . , N

Fonctions

Symbole Définition

fk(xk, uk, ωk)
fonction de transfert de l’étape k,
k = 1, . . . , N

fk : Sk × Ck × Ωk → Sk+1

Hk(ωk)

loi de probabilités des perturbations
aléatoires ωk de l’étape k, k = 1, . . . , N ,
peut dépendre de l’état xk et/ou de la
décision uk

Hk : Ωk → R
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Fonction coût

Symbole Définition

gk(xk, uk, ωk) coût de l’étape k, k = 1, . . . , N gk : Sk × Ck × Ωk → R

gN+1(xN+1) coût terminal gN+1 : SN+1 → R

Fonctions de décision et politiques

Symbole Définition

µk(xk) fonction de décision de l’étape k, k = 1, . . . , N µk : Sk → Ck

π politique de décision π = {µ1, . . . , µN}

π(k) politique résiduelle ou partielle π(k) = {µk, . . . , µN}

La fonction µk est admissible si µk(xk) ∈ Uk(xk), ∀xk ∈ Sk.

La politique π est admissible si chacune des fonctions µk la formant l’est. L’ensemble de
toutes les politiques admissibles est noté Π.

La performance de la politique π pour l’état initial x1 est

Jπ(x1) = E
{ω1,...,ωN}

[

N
∑

k=1

gk(xk, µk(xk), ωk) + gN+1(xN+1)

]

où xk+1 = fk(xk, µk(xk), ωk), k = 1, . . . , N .

La politique π∗ est optimale si, quel que soit l’état initial x1 ∈ S1, on a

Jπ∗(x1) = min
π∈Π

Jπ(x1).

Algorithme

Données : Un processus de décisions séquentielles.

Résultat : Les tables contenant la politique optimale π∗ = {µ∗
1, . . . , µ

∗
N} et les espérances

minimales Jk.

(1) Initialisation

JN+1(xN+1) = gN+1(xN+1) ∀xN+1 ∈ SN+1.

(2) Construction des tables optimales

Pour k = N jusqu’à 1 faire

Pour tout xk ∈ Sk calculer

Jk(xk) = min
uk∈Uk(xk)

Eωk
[gk(xk, uk, ωk) + Jk+1(fk(xk, uk, ωk))]

et stocker les valeurs Jk(xk) et les arguments µ∗
k(xk) = u∗

k pour lesquels les minima
sont atteints.
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