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Définition : R.O. = résolution de problémes linéaires courants : aliogate ressources, gestion de
production, économie ...

Terminologie :

variables de décisiorn()

fonction objectif £)

contraintes (inéquations)

contraintes de bornes;(> 0)

solution admissible= satisfait les contraintes

valeur d’'une solution = valeur de la fonction objectif erpoint
domaine admissible = ensemble des solutions admissiblpsothléme

Hypothéses de la PL : linéarité, proportionnalité, divisibilité des variabje®terminisme des données
Interprétation géométrique : intersection de demi-plans- domaine admissible

Les différentes formes d’un PL :
1. forme canonique
2. forme standard-G simplexe!)
On passe de la forme canonique a la forme standard en ajaigsnariables d’écart!

forme canonique : — forme standard

* max * max
* S.C.< *S.C. =
* variables> 0 * variables> 0

— solution basique

Forme canonique :

Maximiser z = 5x1 + 29

S.C. 2r1 + 19 < 6
r1+z2 < 4
X1, T2 > 0
Forme standard : Maximiser ¢, s.C.x1, T2, x3, x4 > 0)
avec 3 = 6-—2r1 — 29
T4 = 4 — Tr1 — T2
z = 04521+ o



Régles de transformation :
—zcRiz=a"—az (zF,27 >0
— min(f(x)) = —maz(—f(x))
— > — < multiplier par (-1)
—ar=b<s { ar < b
—ax < —b
inéquation— équation : on rajoute des variables d'écarts () ax <b&Saxr+s=05> ar >
b ar—s=0

z < b
_|£C|§b<:>{x > b
min z= ¢
— minz =max{cz,...,c,x} < < S.C. t > c¢x
t > 0

min |z] < min t - min ¢
v s.c. t =|x| sc. t <z

(cast > |z| non convexe)

Résultat d’une optimisation linéaire : Le domaine asmissible d'un P.L. peut étre :
— vide < pas de solution admissible
— borné (et non vide) ; le probléeme posséde tj au moins unegtimale,V fonct. obj.
— non borné. Selon la fonction objectif choisie :
— le probléme peut posséder des solutions optimales
— il peut exister des sol. admissibles de valeur arbitragrgrgrande (ou petite}- pas de sol. optimale
finie = non borné!

Tableau initial admissible/dégénéré : admissible si le; sont> 0 ()

D TE z
*
Ty = A I |o|b 0
Tdegenere = %
—ry 0 10

Dégénéré= risque de cyclage.  Régle de Bland :
si plusieurs pivots possibles prendre celui de plus petit indice.

Tableau optimal et non borné :

T Tn, z T Tr Tn, z
©® S} ©®
0 : : 0 :
©® S} @
&® ® 1] % * — * 1] %

Si on ne se trouve pas dans un de ces deux cas, on peut effestpeotage t.q. la nouvelle solution
basique soit> a la précédente.
Choix du pivot :

1. colonne oG+, < 0 (colt marginal négatif)
2. ligne ot min {f—;j|aij > 0} (min des Q.C.)

Algo. dual du simplexe : tableaux particuliers



T . T, 2 T . T,
0] x 0| =
o) .. o) P - oy .. o P -
0] * 0
D .. D 11| % * . * 1| %
Dual non borné Sans solution admissible

Algo. primal du simplexe, phase | et lI
1. Probléme textuel formulation sous forme canonigue
2. forme standard et tableau initial correspondan8IMPLEXE

3. — tableau admissible- phase Il
— tableau non admissible- phase | (pb aux— tableau admissible)

4. Phase Il : (boucley)
— si (optimal ou non borné}> STOP
— sinon pivotage :
— choix du pivot (colt marginal <0, min {Q.C.})
— si dégénéré, risque de cyclagerégle de Bland

Rem :Algo du Simplexex algébre linéaire, sauf que I'on cherche a augmentechaque pivotage.

Algorithme du Simplexe : Phase |
Données : un tableau non admissible
Résultat : un tableau admissible ou un certificat d’absence de sokiidmissibles

1. Construire le PL auxiliaire et un tableau initial adniidesi:
— ajout dexgy auxb; < 0
— la fct objectif devient’ = —x (@ maximiser)
I'ancienne fct obj. passe dans les contraintes
— faire entrerry dans la base en pivotant suy,
ouj = min{i|b; = min(bg|br < 0)}
(< laligne est déterminée par le plus pétit< 0)
2. Résoudre le PL auxiliaire a l'aide de la phase Il de I'dthone du simplexe et en utilisant la régle
de Bland.
— Siz’ = 0 al'optimum, supprimer les colonnes dg, 2’ et la ligne de’. Le tableau restant est
admissible pour le probleme de départ.
— Siz’ < 0 al'optimum, le probléeme de départ n"ladmet pas de solutidinsissibles.

La dualité en programmation linéaire :
PLP : probléme linéaire primal, PLD : probleme linéaire dual

Régles de dualisation :

Probléme de maximisation :

Variablez; > 0

Variablezr; € R

Variablez; <0

i€ contrainte de typec

1€ contrainte de type =

i€ contrainte de type>

Probléme de minimisation
j€ contrainte de type>
j€ contrainte de type =
j€ contrainte de typec
variabley; > 0
variabley; € R
variabley; <0

rr1r 1t




Algorithme dual du simplexe :
— Données : un tableau dual admissible
— Résultat : un tableau optimal ou un certificat d’absenceoligiens admissibles
Boucle© (1)-(3) :
1. Choix d’'une variable sortante = ligne avéc< 0
Si il n'existe pas de variable sortante : STOP : le tableaogtinal

2. Choix d'une variable entrante :
Choix de la colonne maximisant les QC duaux= maz{ =2 |o;; < 0}
Si il n’existe pas de vaariable entrante : STOP le dual esﬁmme et le primal est sans solutions

admissibles.
3. Pivoter autour dey;,. . Retourner en (1).

Phase | duale :
— Données : un tableau non admissible
— Résultat : un tableau admissible ou un certificat d’absdec®lutions admissibles

1. Construire le PL auxiliaire et un tableau initial adntidssi
— Introduire la variable auxiliaire, dans toutes les contraintes vérifiapt 0.
— Ajouter la fonction objectif auxiliaire (a maximiser) = —x.
— Faire entrerry dans la base en pivotant suy ou :

J = min{ilb; = min{bg|bx < 0}}

2. Résoudre le PL auxiliaire a l'aide de la phase Il de I'dthone du simplexe et en utilisant la régle

de Bland.

— Siz’ = 0 al'optimum, supprimer les colonnes dg et 2z’ ainsi que la ligne de’. Le tableau
restant est admissible pour le probléme de départ.

— Siz’ < 0 al'optimum, le probleme de départ n"Tadmet pas de solutidinsissibles.

— 0 |10

Analyse de sensibilité : = dans quel intervalle peut varier un coefficient sans queake loptimale

change ?
0B > AW @
Exemple :
Ty T3 T4 Ty T =
1 -1 0/|0 1 0|0 8
Toe= |0 22 01 1 7|0]|31
0 2 1/0 0 1|0 4
0O 5 0(0 1 11|12
composanteé; : (1) < § 1 ( & 0> =31
(by initial = -5) = peut variere | [ sans modifier la base optimale.

Fonction objectif : (2= 12+ 0 - 5 = 12



Théorie des graphes :
— GrapheG = (V, E, @) = triplet (sommets, arétes, fct.incidence)
— Arc = orienté , aréte = non orienté
— Graphe simple = graphe sans bouclg i arcs/arétes multiples.
— Degré @eg(v) = nb d’arétes/arcs incidents a v
Rem :si un sommet posséde une ou plusieurs boucles, chacundeappercontribution de 2 dans le
calcul du degré de ce sommet.
— degré extérieur : dedv) («— e —)
— degré intérieur : degVv) (— o <)
Rem :Dans tout graphe, la somme des degrés = pairlé&nb d’'arétes)
— chaine = suite alternée de sommets/arétes (pas orienté!)
— cycle® = chaine dont les extrémités sont confondues
— chemin = suite alternée sommets/arcs (orienté!)
— arbre = multigraphe non orienté sans cycle et connexe (Btés)
— forét = multigraphe non orienté sans cycle
* Connexité< 3 une chaine quivadeaab
* Connexité forte : G et F sont fortement connexedoute paire de sommets distincts est reliée par un
chemin.
Algorithme de marquage d’'un multigraphe orienté :
— on note un sommet. On note ses successeurs +, ses prédécesseurs -
— les sommets marquéssont fortement connexes.

Matrices d'adjacence et d'incidence :
— A = Matrice d’'adjacence sommet-sommet (symétrique, graiphgle, non orienté)
— B = Matrice d’adjacence sommet-sommet (asymétrique, grajphmgle, orienté)

o1 o1
A”X”:< 1 > B”X”:< 0 >

— (C = Matrice d'incidence sommets-arétes
— D = Matrice d’'incidence sommets-arcs

1 1
0 0
Cn><m = 1 Dn><m = 1
0 0
Fonction d'incidencey :
P ‘ €1 €2

(e) |v1 w3
v(e) | va vo



Algorithmes de la théorie des graphes :
e Probléme de I'arbre max de poids min.
— Algorithme de Kruskal :
— Algorithme de Prim :
e Problémes de plus courts chemins :
— Principe d’optimalité de Bellman (un plus court cheminfesiné de plus courts chemins )
— Pondérations non négatives : Dijkstra
— Les graphes acycliques
— Fonction rang et tri topologique
— Plus courts et plus longs chemins dans les graphes aggsliqu
— Application a la gestion de projet : méthode PERT

Algorithme de Kruskal
— Donnée : graphe connexe avec pondératioiR) des arétes
— Résultat : arbre max. de poids min.

1. Numéroter les arétes par ordre croissant

2. sieg ne forme pas de cycle, on I'ajoute.
k ek clep) | €T

1 {’Ul, ’03} 1 0
Exemple] 2 | {v9, v3} 1 O
3 {’Ul, ’02} 2 0

Rem : Pour obtenir un arbre max de poids max, on trie les gpétesrdre décroissant.

Algorithme de Prim :  (variante de l'algo. de Kruskal)
1. On choisit arbitrairement un sommet

2. On fait croitre I'arbre en le connectant aux nouveaux setarme la maniére la plus économique a
chaque fois.

Chaine de section minimale reliant 2 sommets :

(section = valeur max des poids des arétes)
THM : I'arbre max de poids min fournit aussi des chaines de segtinimale entre toutes les paires de
sommets!!!

Plus courts chemins dans les réseaux :(graphe orienté + pondération)
Rem : la longueur d’'un chemi# nombre d'arcs, mais = some des poids des arcs!!!
Principe d’optimalité de Bellman : un plus court chemin esitrfé de plus courts chemins.

Algorithme générique :  plus court chemin d'un sommet-sourag)(a tous les autres
1. Vecteur longueu (initial A = 0, A; = 00)
2. mise a jour des candidais(initial L = {v,})

3. tant queL # ) on retire le sommeitde L , on teste ses successeyrs
SiAj > A\ + ¢, 0N pose\; = \; + ¢;; et on introduitj dansL

Exemple : (sens de travaik—)
[tération | CandidatsL | étiquettes\ | Sommet retiré dé&
0 {vi} (0, ¢, 00, 00) -
1 { v, v3} (0, 3, 1,00) V1
2 { Vs, U4} (O, 3, 1, 5) ()




U1 V4

Algorithme de Dijkstra
— Donnée : réseau connexe avec pondération non-négative
— Résultat : plus court chemin de av; + prédécesseuyr(i)

1. As=0 XN =00 p(i)=NULL
2. tantquel’ # 0 : (' = LU {j|\; = co})
— soit: le sommet de plus petite étiquette
— siun tel sommet n'existe pas : STOP (pas atteignable)

— sinon retirer deT et tester les succeseurs
Si)\j >N+c; = A=NA+c etp(j)Zi

Exemple : (méme graphe que précédent!)
[tér. | « min Etiquette)\; / prédécesseur(i) T
0 - O/null | oco/null | co/null | co/null | { v, ve, v3, v4 }
1 v O/null | 3/ 1/v, oo/null { vo,v3,v4}
2 V3 2/?}3 1/1)1 4/?}3 { V9, U4 }
3 Vg 2lvs 4jvg {vs}
4 V4 4/?}3 @

Les graphes acycliques : (= sans circuit)
Un graphe acyclique possede au moins un sommet sans preeiécesun sans successeur.
Graphe acyclique= on peut attribuer & chaque sommebn rang : Y arc ¢, j) on ar(:) < r(j))

Algorithme du rang :
— Donnée : graphe orienté acyclique
— Résultat ¥ sommeti un rangr (i) minimal.

1. k = 1 (initialisation)
2. on prend les sommets sans prédécesseurs : rang =
3. on élimine tous les sommets sans prédécesseuts; + 1 puis O (2)

Tri topologique :
— Donnée : graphe orienté acyclique
— Résultat : numérotation des sommets compatible avecde ran

1. k£ =1 (initialisation)
2. soit un sommet; sans prédécesseur : on paese= k
3. on retire le sommet du graphe= k + 1 puis© (2)

Plus courts chemins dans les réseaux sans circuit :
1. tri topologique du graphe : sommets 1..n
2. A\ = 0 etpourk € [2..n| on calcule, = min{\; + c;i|j € Pred(k)}



Application a la gestion de projet : (méthode du chemin critique)
projet complexe (tAches + ordre défie) planification optimale

On modélise le probléme par un réseau :

— sommets = taches, arcs = contraintes de précédence

— poids de I'arc = durée de la téache

— «a = sommet sans prédécesseur, début des travaux, durée nulle
— w = sommet sans successeur, fin des travaux

Exemple :
Code| Tache Durée | Préd.
A Choix des stations 2 -
B Accord administratif 4 A
C Commande des décodeurs 3 B
D Installation des antennes| 2 B
E Installation des décodeurs 10 C,D
F Modification facturation 4 B

Algorithme du chemin critique :
— Donnée : réseau-projet trié topologiqguement
— Reésultat : durée minimale du projet + planification
1. Récurrence en avangant dans le projet= 0,
pourk € [2..n] posers, = max{d; + cji|j € Pred(k)}
2. Récurrence en reculant dans le projgt = 4, p, = on,
pourk € [n — 1..1] poserpy, = min{yp; — ci|j € Succ(k)}

Tache a | A B CID| E |F|w
N° & 1|2 3 415 6 718
Duréed;, | 0 | 2 4 3211040
Préd.¢) | - | « A B|B|CD| B |EF
Succk) |A|B|CDF|E|E| w | w |-
O — 0|0 2 66| 9 6 | 19(=D))
O — 0|0 2 67| 9 |15]|19
— tache critique sp; = ¢; (retard dans la tache- retard du projet)

— chemin critique ¢ — w) = chemin composé de taches critiques
— longueur du chemin critique = durée minimale du projet

Probléme du transbordement :  Soit un graphe orienté et connexe
Pondération des sommets : offres = (-) , demandes = (+)
Pondération des arcs = co(ts unitaires d’utilisation

Solution basique du PL de transbordementirbre max. du réseau

Algo. graphigue du simplexe dans les réseaux : (phase Il primale)
— Donnée : réseau connexe, solution-arbre admissible
— Reésultat : un flot de colt min ou la preuve gu’un tel flot n'exisas.

8



1. Calcul des solutions primaleet dualey

2. Recherche d'un arc entrant. Si il n’en existe pas : STORof#male)

3. Recherche d'un arc sortant. Si il n’en existe pas : STOP dfmptimum fini)
4. Mise a jour de la solution-arbre et retour e 1

Calcul de la solution primale associée & = (V, Er)

— Donnée : réseau conneke= (V, E, b, c) (b = pond.des sommets,= pond.des arcs), solution-arbre
T = (V, Er)

— Résultat : le flotr : £ — R associé &'. (Etz =) ;i)

1. TantqueEr| > 1 faire

(&) Trouver un sommet pendajtde T'. Soite le seul arc incident ave¢ dansT et i l'autre
extrémité de:.

(b) Sie = (4,7) poserz;; = bj;, sinon poset:;; = —b;
(c) Poset; = b; + b;.
(d) Retirerede Ep: Ep = Er\{e}

2. ll reste un seul arc darisr, disons(i, j), poserz;; = b;

Calcul de la solution duale associée @ = (V, Er)
— Donnée : réseau conneke= (V, E, b, c) , solution-arbrel’ = (V, Er)
— Résultat : les prix duaux: V' — R associés d&'.(Etw = > by, )

1. Choisir arbitrairement € V et posery; = 0 etW = V\{i}.

2. Tant quelV # () faire
(@) Trouver un are € Er avec une extrémitg¢ dansiV et une extrémité dansiW = V\W
(b) Sie = (i,7) posery; = y; + ¢;;, SINON posey; = y; — ¢;;.
(c) RetirerjdeW : W = W\{j}

Recherche d’'un arc entrant

— Donnée : solution-arbre admissitiie= (V, E7) ainsi que sol. primaler) et duale {) associées

— Résultat : arc entrant dans la base

— On passe en revue les al@sj) hors base<-¢ Er) et on teste pour chacun d’eux si la contrainte
duale associég; — y; < c;; est satisfaite ou non.

— contrainte violée= I'arc va entrer dans la base

— si toutes les contraintes sont satisfaitesolution optimale.

Recherche d’un arc sortant  Si on ajoute a la solution-arbre actuelle I'arc entrast (i, j), on forme

un cycle uniqueC'. Utilisant I'orientation de(i, ) pour définir le sens de parcours @e on divise les

arcs deC en 2 ensembles disjoins™ (méme orientation dé, j)) etC .

— SiC~ = () STOP : pas d’optimum fini

— Sinon soitA = min{zy|(k,l) € C~} ets un arc pour lequel le minimum est atteint. L'arquitte la
base.

Mise a jour des solutions
— La nouvelle solution-arbre est donnée par= Er U {e}\{s}
— La solution basique primale ne change que sur les ar¢s:de
— Ty :$Z]—|—ASI(Z,j) cCt
- T :xij—ASi(i,j) e C™
— x5 = xi; i (6,§) ¢ C



Dégénérescence (si il existe des arcs darfsy le long desquels des quantités nulles sont transportées,

risque de cyclage )

Version graphique de la regle de Bland :

— Tester les arcs dans I'ordre lexicographique et fairesetgrpremier arc dont la contrainte est violée

— Si la qtéA est transportée le long de plusieurs arcgdefaire sortir larc le plus petit dans 'ordre
lexicographique.

Calcul d’'une solution-arbre admissible (Phase I)

On va définir un probleme auxiliaire

— possédant toujours des solutions admissibles

— possédant toujours un optimum fini

— possédant un optimum fini si et seulement si le probleme dartdgosséde au moins une solution
admissible.

Construction du probléme aux. et d’une sol. initiale admisible
— Donnée : Unréseall = (V, E, b, c) connexe.
— Résultat : Un réseall’ = (V, E’, b, ) et une solution-arbré” = (V, E’.) admissible poui?’

1. Poser]; = 0 pour tout(i, j) € E
2. Choisir un sommet source, disans

3. Relier chaque sommet sourcé# k) ak par un arc artificiel 4, k) de poidsc}, = 1 (si il existe
déja un arc de a k dansR ne pas le rajouter)

4. Relierk a chaque sommet puigspar un arc artificiel k, j)de poidSC;Cj = 1 (si il existe déja un
arc dek aj dansR ne pas le rajouter)

5. PosetE). = {(i, k)|: sommet sourceU {(k, j)|7 sommet puit$ et compléterE’. jusqu’a obtenir
un arbre maximal (si nécessaire).

Chaines de Markov (= CM)

— processus stochastique (= aléatoireX;{t € T} avec X; = état du processus au temps
— sil’ensemble des états (S) est fiichaine.

— processus a temps contirflli € R, ) ou a temps discrefl{= Z.)

— évolution du systéme = trajectoire

— processus Markovies> a l'instantt X; résume a lui seul I'historique du systeme X, suffit a
déterminer I'état futur

CM a temps discret homogére indép. de l'origine du temps

— matrice de transitio® — graphe représentatif

— P stochastique= (p;; > 0 et} lignes = 1V ligne)

— Probabilité de transition dea j enm étapes P™);; (avecP’ = I et P! = P)
— composantes dortement connexeslasses

— graphe réduit@ r) < classe devient un seul état G forcément sans circuit!
— états : transitoires, persistants, absorbants (= classesgante a un seul él.)

— CM aune classe = irréductible, sinon réductible

— CM absorbante si tous les états persistants le sont

— périoded = PGDC des longueurs des circuits. apériodighie = 1

— distribution invariante (ou stationnairey: P =rwetr-1=1

— nb moyen de transitions entre 2 visites successives ded'ét 1/x;

— chaine irréductible et apériodigue = ergodique

— ergodigues 1 seule classe persistante + états persistants = apéradiqu

— matrice de transition canoniqué’;= (%) .
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—|N = (I — Q)~!|matrice fondamentale
— n;; = nombre moyen de périodes s¢journées dans I'état traesjtein partant de
— nombre moyen de transitions avant d’atteindre un étarbasben partant de= ) _ des termes de
lai¢ ligne deN
- b;; = proba d'étre absorbé par I'étaen partant dé

Chaines de Markov a temps continu
— Matrice P = probas de transition aveg;(t) = P[X; = j| X, = 1]
— P stochastique= (p;; > 0et)_; p;; = 1) Hyp : P(0) = 1
— temps de séjout; est une variable exponentielle de paramétre
— chaine de Markov a temps discret sous-jacente = mafrice
— CMTD: (P, 7T(0)) gi=0&a; >0
- CMTC: (@, a, 7(0)) gqi=1<a;=0
— loi exponentielle = la seule loi continue sans mémaltér) = 1/X etVar(z) = 1/)\?)
— chaine réguliere= nb de transitions fini dans un temps fini. Toute chaine avechud états fini =
réguliére
— matrice génératricd (matrice d'intensité) (approche événementielle) :

S Bt sii =j (intensité de passage)
K @iqi; Sii#j (intensité de transition)

aveca;; > 0sii # j et zj a;; =0 ~ graphe représentatif dé
— équations de Kolmogorov :
— équations du futurP’'(t) = A - P(t)
— équations du passé/(t) = P(t) - A
— distribution stationnaire# - A = 0 etw - 1 = 1 (~ solution unique si la chaine est ergodique, cad
récurrente non nulle )
— processus de naissance et de mort : CMTC ou les seulegitasigiossibles depuis I'étatsont—
(7 + 1) = naissance avec un taux et (i-1) = mort avec un tauy;

o A
M1 M2

— la matrice sous-jacent@ est donnée par :
R 17
Q _ qii—1 = Ai)‘gﬂi
Qii+1 = m

— cas patrticuliers :
— processus de Poisson = naissance pur a tx constant =
— file M/M/1 : tx de naissance (%) et de mort & p) = const.

Loi d’Erlang Somme dé: variables aléatoireX, iid. ~ E(\) = ¢ =

S

T

Loi exponentielle = la seule loi sans mémoire !!

X~EQ))  Y~E(@u) PX<Y]=3
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